“Cuvant inainte.




Fie multimea X, discreta si finitd, a tuturor

evenimentelor posibile ale unui experiment, care poarta

numele de spatiul esantioanelor:

[X] = [x1x2...xn]

pentru care:

n
U =FE x,-ﬂ)g:@
i=1

unde E este evenimentul sigur.
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Fiecarui eveniment din spatiul esantioanelor i se asociaza

o probabilitate data de matricea:

[P = [p(x1)P(x2)---p(xn)]

Ma3sura incertitudinii asupra realizarii unui eveni-
ment x;, notatd cu U(x;) este o functie F(p;) de
probabilitatea apriori p; = p(x;) de realizare a eveni-
mentului respectiv

U(xi) = F(Pi)

si reprezintd incertitudinea initiala (apriori) asupra
realizarii evenimentului x;
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Realizarea evenimentului x; duce la anularea incertitudinii
si la obtinerea unei informatii i(x;) asupra realizarii lui x;.

~

=

N2
[I>

U(x:)

n continuare vom presupune ca procesul de observare a
evenimentelor x; este afectat de zgomot. Prin urmare,
intre evenimentele realizare x; si cele observate y; nu
exista Tn mod obligatoriu o corespondenta biunivoca.

Fie Y multimea evenimentelor observate:
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(Y] = [yiy2...ya]

Masura incertitudinii asupra realizarii evenimentu-
lui x; dacd s-a obervat evenimentul y;, U(xi/y;),
este o functie F[p(x;/y;)] de probabilitatea lui x;
conditionatd de y;:

U(xi/y;) = Flp(xi/y;)]

Functia F reprezinta incertitudinea aposteriori asupra
realizdrii evenimentului x; dacd s-a realizat y;.
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Dupa observarea evenimentului y; ramane totusi o
incertitudine asupra evenimentului care s-a realizat
in realitate, datorata zgomotului

Informatia obtinut3d asupra realizarii lui x; cand se
observa y;:

i(xy;) £U@) —Uxi/y;)

si reprezinta diminuarea incertitudinii asupra lui x; prin
receptionarea lui y;.
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In functie de zgomot, identificam urmatoarele 2 cazuri
limita:

e in lipsa zgomotului yj=x;iar U(xi/y;) =0
i(xisy;) £ U(x)

e Daca zgomotul este foarte puternic si nu se poate
face nici o legatura intre y; receptionat si x; realizat
(x; si y; sunt evenimente independente): U(x;/y;) =
Flp(xi/yj)] = Flp(xi)] = U(x)

i(xi;y;) =0

(prin observarea lui y; nu se obtine nici o informatie
asupra lui x;)
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In cazul general:

i(xi3yj) = Flp(x;)] —F[P(xi/yj)] Titlul
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Specificarea functiei. U

Functia U trebuie s3 aiba proprietatea de aditivitate,

deoarece informatia este aditiva i)

Surse discrete

Entropia
Considerdm c3 evenimentul x; este format din 2 Canale discrete
evenimente independente x;; si xi2: x; = xi1 (X2 Page 10 of 42
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U(x;) =U(xip) +U(x)




Flp(x;)] = Flp(xi)] + Fp(xi2)]

Deoarece evenimentele x;; si xj» sunt independente:

Fp(xi1) - p(x2)] = F[p(xi1)] + F[p(xi2)]

Aceasta ecuatie functionala are solutia:

E(p) = —Mogp

unde A este o constant3 pozitiva
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i(xi) = —Mogp(xi)
Daca se ia Tn calcul si prezenta zgomotului:
i(xi:yj) = —Mogp(xi) + Mogp(xi/y;)

i(s37) = MogPi124)

p(xi)

e i(x;) - informatie proprie asociatd evenimentului x;

e i(x;;yj) - informatie mutuald asociatd cu x; si y;
(obtinutd prin realizarea evenimentului x; si recep-
tionarea sau observarea evenimentului y;)
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2 Surse discrete

Sursele care debiteazd mesaje in forma discreta

Exemplu de mesaje in forma discretd: o succesiune de
impulsuri (literele unui text transmis prin telegraf, cod
Morse), orice semnal esantionat si cuantizat.

% t

X2 ! | i Lt
X3 | ! : ! | i Lt
Xq | | L L Lt
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Terminologie

Sursd discretd de informatie: sir de variabile
aleatoare discrete &1,&...E

Simbol sau litera: elementul fundamental ire-
ductibil care contine o informatie, o realizare par-
ticularad a sursei de informatie

Alfabet: totalitatea simbolurilor/literelor
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Alfabetul unui mesaj cuantizat pe n nivele este format
din n+1 litere.
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Sursa stationara: sursa la care probabilitatile
diferitelor simboluri nu depinde de originea timpu-
lui, ci numai de pozitia lor relativa:

P{&, =xi} = P{&+r=xi} V1

Sursa ergodica: sursa stationard cu memorie finitd
la care toate sirurile de simboluri sunt siruri tipice
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Un sir tipic al unei surse fara memorie este un sir care
contine n; = np; simboluri x{, n, = np, simboluri x,
s.a.m.d., unde n =Y n; este un numar foarte mare — oo,
iar p; probabilitatea de aparitie a simbolului x;. Multimea
sirurilor tipice are o probabilitate diferitd de zero si
diferita de 1, tinzand cdtre 1 pe masura ce n creste.
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Frecventele diferitelor simboluri obtinute din siruri
particulare vor tinde catre limitele py,pa,..., Pk
independente de sirul particular la care s-a facut
evaluarea (cand lungimea sirului — )

La aceleasi valori ale probabilitatilor se ajunge daca se
considera o multime de n surse identice si la un moment
dat se num3r3 sursele care dau simbolul x; (in num3r de
ny), cele care dau simbolul x; (in num3r de n;) s.a.m.d.

Frecventele 21, "2, ... cand n — oo tind spre
probabilitdtile pi, p2, ...

Ergodicitatea presupune identificarea valorilor medii de-a
lungul unei secvente realizate de o singurad surs3, de-a
lungul axei timpului, cu valorile medii obtinute asupra

ansamblului secventelor de la cele n surse, la un moment

dat.
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Sursa cu debit controlabil: sursa care genereaza
mesaje la o indicatie exterioara sursei, fara a exista
constrangeri interne privind timpul la care trebuie
transmise mesajele

Ex. sursa unui sistem telegrafic de transmis texte

Sursa cu debit necontrolabil: sursa care genereaza
mesaje cu un debit fix ce nu poate fi controlat, el
fiind o proprietate intern3 a sursei
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Sursa discreta fara constrangeri: sursa stationara
care nu are memorie
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Un simbol poate sa urmeze cu aceeasi probabilitate orice
simbol.

Sursa discreta cu constrangeri fixe: sursa la care
unele simboluri nu pot fi utilizate decat Tn anumite
conditii bine determinate
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Sursa alfabetului Morse

Exemplu de sursa discreta cu constrangeri fixe

Linie x2

Interval x3

Tn cazul codului Morse, un punct sau o linie pot fi

utilizate Tn orice pozitie a sirului, dar intervalul Tntre

litere sau intervalul dintre cuvinte nu pot fi utilizate
decat dupa un punct sau o linie.
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Vom considera o sursa stationara ergodica, fara
memorie, care are alfabetul:

[X] = [x1x2...xn]

avand probabilitatile:

[P] = [x1x2...x,]

si care genereaza sirul tipic de lungime N:

[Xn] = [xl-lxiz...x,-N] ij = 1,1’1
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Toate sirurile tipice au aceeasi probabilitate:

Ni _N-
p(X,) = py' p3%...p)"

unde Ni,N,...,N, reprezinta numarul de simboluri
X1,X25..., X, din sirul X,.

=

N;=N
1

Pentru un N foarte mare se poate scrie: N; = Np;, de
unde rezult3d ca:

N
p(X,) = (p{' p5*...p0")
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Cantitatea de informatie care se obtine cind se
realizeaza un sir tipic X, este:

1(X,) = —logp(X,) = —N ) _ pilogp;

n

i=1

Entropia este informatia proprie medie pe simbol si
este egald cu:

n
H(X)=—Y pilogpi
i=1

La acelasi rezultat se poate ajunge pornind de la
informatia informatia proprie a unui simbol:

Titlul
Masura informatiei in . ..
Surse discrete

Canale discrete

Page 24 of 42

| »

U |2
342

Full Screen

Search

Close

di

PTS 2008

- J




i(x;) = —logp;

si facand media pe toate simbolurile:

H(X) =

-

n
i(xi)pi=—Y_ pilogpi
=1

i=1 i=

Entropia H(X) este incertitudinea medie apriori
asupra evenimentelor [X]
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Proprietatile entropiei

Continuitatea. Entropia H(X) = H(p1,p2,-.-,Pn)
este o functie continua n raport cu fiecare variabild
pi nintervalul (0,1], fiind suma unor functii continue
(logaritm)

Simetria. Entropia este o functie simetrica in raport
cu toate variabilele p;

Aditivitatea. Entropia este o functie aditivd (din
definitie)
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Entropia H(X) are valoarea maxima pentru p; =
P2=..=py

Valoarea maxima a functiei:

H(X)=—)  pilogpi

cu constrangerea ca:

n
pi=1=Y pi—1=0
1 i=1

-

1

este aceeasi cu valoarea maxima a functiei:
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@ =) pilogpi+X ZPi—l

i=1 i=1

unde A este o constantd (multiplicatorul Lagrange) iar
variabilele p; sunt considerate independente.

Valorile p; pentru care functia ® ia valoarea maxima se
determin3 impunand ca derivatele partiale sa fie nule:

0P
— =0, pentru i=1,n
api
0P
=— = —logpi—loge+A=0
opi
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od

— = —logp; —loge+A=0
apj J

de unde rezult3:

logp; = logp; = pi = p;

Valoarea maxim3a a lui H(X) are loc pentru:

Pr=p2=...=PDn

Intuitiv, incertitudinea medie este maxima daca starile
sistemului sunt echiprobabile, Tn acest caz fiind cel mai
greu de prezis care stare anume se va realiza.

Exemplu. S3 considerdam cazul unei surse cu 2 simboluri:
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H(X) = X(p1,p2) = —pi1logpi — p2logp>

unde pp =1—p;y.

Hp,, 1-p,}

Py l-p,
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Debitul de informatie si redundanta sursei

Debitul de informatie (sau viteza de informare)
al unei surse este produsul dintre entropia sursei si
numdrul mediu de simboluri pe secundd

Daca durata medie a unui simbol este T, debitul de
informatie al sursei este:

A0 =15 gy
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Redundanta unei surse este diferenta dintre val-
oarea maxima posibila a entropiei sursei si valoarea
ei reald

Ry = Hypox (X) — H(X)

Se defineste pentru a indica cit de mult se indep3rteaza
entropia unei surse de valoarea ei maxima posibild (cand
probabilititile simbolurilor sunt egale Tntre ele).

Redundanta relativa este redundanta raportata la
entropia maxima:
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unde

Hmax(X) = logn

unde n este numarul literelor din alfabetul sursei
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Canal. Mediul (si aparatura aferent3) transmiterii
informatiilor intre sursa si destinatie. Stabileste o
tranformare de la spatiul simbolurilor utilizatela in-
trare la spatiul simbolurilor de la iesirea din canal

e Canal discret. daca spatiul de la intrare si cel de
la iesire sunt discrete

e Canal continuu. dac3 spatiile de intrare si de iesire
sunt continue

Daca transmisiunea prin canal se face tot timpul canalul
se numeste continuu in timp.

Daca transmisiunea se face la momente de timp discrete
canalul se numeste discret in timp.
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Daca transformarea de la simbolul x la intrare la simbolul
y la iesire nu depinde de transformarile anterioare canalul
nu are memorie.

Daca aceste transformari nu depind de alegerea originii
timpului, canalul este stationar.

[X] Y

[Y]
@—» CANAL 4>®

A

Q,

In continuare, vom studia canalele discrete, stationare,
farda memorie.
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Entropia la intrarea si iesirea din canal

Vom presupune n simboluri, spatiul simbolurilor
(alfabetul) la intrarea in canal fiind:

[X] = [x1x2...%5]

Fiecare simbol x; este utilizat cu probabilitatea p;:

[P = [p(x1)p(x2)...p(xn)]

Multimea tuturor simbolurilor la iesirea din canal:

[Y] i [)’1y2---ym]
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cu. probabilitatile:

(2] = [p(y1)p(y2)---p(ym)]

Din cauza zgomotului, spatiul [Y] poate s3 difere de

spatiul [X], precum si probabilitdtile [P,] pot fi diferite de

cele de la intrare [Py].

Vom defini un spatiu produs [X - Y] tindnd cont de
spatiile de la intrarea si iesirea canalului:

X1yr X1y2 ... X1Ym

X2y1 X2y2 ... X2Ym
X-Y]=

XnY1  XnY2 .o XpYm
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unde prin produsul x;y; s-a notat x;Ny; - realizarea
concomitentd a evenimentelor x; si y;

Spatiului produs 7i va corespunde matricea de
probabilitati:

p(x1,y1)  plxi,y2) p(X1,Ym)

px2,y1)  plx2,y2) P(x2,Ym)
[P(X,Y)] = : . .

POwyt) Plny2) o Pym)

Din aceastd matrice pot fi deduse probabilitatile:

p(xi) = P{xiy1 Uxjy2 U ... UXjym }
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s

p(xi) =) p(xiy;)

Jj=1

p(yj) = P{x1y; Uxay;U...Uxny;}

n

p(yj) =Y. plxiy))

i=1

In cazul canalelor discrete pot fi definite 3 cdmpuri de
evenimente:

e la intrarea in canal
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e la iesirea din canal

e campul reunit intrare-iesire
Fiecaruia dintre aceste cdmpuri 7i corespunde o entropie:

e H(X) - entropia cAmpului de evenimente de la in-
trare

e H(Y) - entropia cAmpului de evenimente de la iesire

e H(X,Y) - entropia cAmpului reunit intrare-iesire

H(X)=— ip(xi)logp(xi)
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m

H(Y)=— _Zip(yj)logp(yj)
=

3

H(X,Y)==) ¥ p(x,y;)logp(xi,y;)

n

i=1j=1
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Entropia conditionata

va urma...
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