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Laborator 1

Introducere in MATLAB

MATLAB este un pachet de programe de inalta performanta dedicat calculului numeric
si reprezentarilor grafice. El integreaza analiza numerica, calcul matriceal, procesarea
semnalului si reprezentarile grafice intr-un mediu usor de invatat si folosit. Elementul
de baza cu care opereaza MATLAB este matricea, calculele cu matrici fiind optimizate.
Rezultatul direct este ca un acelasi calcul executat cu MATLAB va fi de 10 ori mai rapid
implementat prin operatii cu matrici decat iterativ, prin instructiuni for. Cu ajutorul
MATLAB se pot rezolva probleme fara a fi necesara scrierea unui program intr-un limbaj
de nivel inalt.

1.1 Sesiunea MATLAB. Efectuarea calculelor

MATLAB este o aplicatie Windows, de obicei fisierul MATLAB.EXE. Pornirea
acesteia se face din meniul File | Run al File Manager-ului. Odata pornit, va apare un
logo urmat de:

>>

unde >> este prompter-ul MATLAB. Lucrul se face in directorul curent; acesta este afisat
de comanda:

>> cd
F:\APP.WIN\MATLAB\BIN

Orice salvare/incarcare de variabile sau programe se face din directorul de lucru curent.
Schimbarea acestuia se realizeaza cu aceeasi comanda:

>> cd G:\

Operatorii aritmetici de baza sunt + - * / ~ iar acestia se pot utiliza combinat cu ( ).
De exemplu o comanda de calcul direct produce urmatorul rezultat:

>> 2 + 3/4x%5
ans =
5.7500
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Rezultatul calculelor va fi depus in variabila ans. Putem folosi propriile nume pentru
stocarea rezultatelor:

>> x = 3-274
x =
-13
>> ans*b
ans =
-65

De obicei nu dorim sa vedem rezultatul calculelor intermediare - vom incheia instructiunea
cu caracterul ;:

x = -13; y = bxx, z = x"2+y
y =

-65
z =

104

In afard de operatori, MATLAB cunoaste functiile elementare sin, cos, tan, asin, acos,
atan, sqrt, exp, log, 1loglO, log2, rem, sign:

>> x = 9;
>> sqrt(x), exp(x), log(sqrt(x))
ans =
3

ans =

8.1031e+03
ans =

1.0986
>> sign(x) 7% semnul lui x
ans =

1
>> rem(3, 2) 7 restul impartirii lui 3 la 2
ans =

1

1.2 Operatii cu vectori si matrici

Vectorii descrigi pot fi vectori linie, elemente separate de spatii sau , respectiv vectori
coloana, unde elementele sunt separate de ;:

>> v = [1 3 sqrt(5)]
V =
1.0000 3.0000 2.2361
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>> length(v)
ans =

> w=[1;2; 3]
W o=

1

2

3

Notatia : produce un vector linie:

>> 1:4
ans =
i 2 3 4

Mai general a:b:c produce un vector de elemente incepind cu a, cu incrementul b si
terminind cu c:

>> 0.32:0.1:0.6
ans =
0.3200 0.4200 0.5200

Pentru matrice sau vector, putem afla valoarea unui anumit element sau parti din acea
matrice:

> a=[123; 45 6]

ans =
i 2 3
4 5 6
>> a(2, 1)
ans =
4
>> a(1:2, 2:3)
ans =
2 3
5 6

> v =[415];

>> [a(1l, 1:3) ; v]
ans =
1 2 3

4 1 5

unde am schimbat ultima linie a lui a cu v. Transpusa unei matrici a este a’. Inversa ei

este inv(a). Produsul a doua matrici poate fi realizat cu * sau element cu element, cu
operatorul .*, caz in care matricile trebuie sa aiba aceeasi dimenstiune:



> Db =[321; 221];

>> a’
ans =
1 4
2 b
3 6
>> a x a’
ans =
14 32
32 77
> a .*x b
ans =
3 4 3
8 10 6
>> inv([a; 3 2 3])
ans =

-0.5000 0.0000 0.5000
-1.0000 1.0000 -1.0000
1.1667 -0.6667 0.5000
>> v = [2 4 6]
ans =
2 4 6
>> sum(v)
ans =
12
>> length(v)
ans =
3
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Functia diag(v) intoarce o matrice patrata ce are pe diagonala principala elementele
vectorului v. ones(m,n) are carezultat o matrice de m linii i n coloane cu toate elementele
1. zeros(m,n) are acelasi efect insa initializeaza cu 0. Matricea identitate se obtine cu

functia eye(n):

>> diag(v)
ans =
2 0 0
0 4 0
0 0 6
>> ones(2, 3)
ans =
1 1 1
1 1 1

>> zeros(2) % acelasi efect ca zeros(2, 2)
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ans =
0 O
0 O
>> eye(3)
ans =
1 0 O
0 1 0
0 O 1

1.3 Salvarea si restaurarea variabilelor

Variabilele din zona de lucru pot fi salvate in doua formate - text si MATLAB, in cel
din urma caz figierele au extensia .MAT. Iata un exemplu de matrice editata in Notepad:

A.TXT:
1 3 2
4 1 5

Si iata un exemplu de restaurare/salvare in format ASCII:

>> 7, este creata matricea A citita din fisierul cu extensia .TXT
>> load A.TXT

>> B = A;

>> % se salveaza in fisierul B.TXT variabila B, in format ASCII
>> save B.TXT B -ascii

>> % se salveaza in fisierul B.MAT variabila B, in format MATLAB
>> save B

>> clear B % elibereaza zona ocupata de variabila B

>> pack % optimizeaza zona de memorie folosita

>> clear % elibereaza toate variabilele din memorie

>> who

Your variables are:

>> Y incarcare din fisierul B.MAT, in variabila B

>> load B

>> who

Your variables are:

B

>> whos % mai multe detalii despre variabilele curente

1.4 Structuri de control

MATLAB pune la dispozitie urmatoarele structuri de control:
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if <expresie> for i = start:stop while <expresie>
elséif <expresie> end end

else

end

Expresia folosita are valoare logica. Operatorii logici folositi de MATLAB sunt == pentru
comparatie, ~= diferit, & pentru AND si | pentru OR.

1.5 Figiere de comenzi (script)

Comenzile pot fi prelucrate atat individual, la prompter-ul >>, cat si in figiere script.
Acestea pot fi de doua feluri:

e figiere script propriu-zise, pentru care comenzile se executa iar variabilele folosite
sunt pastrate si dupa terminarea executiei fisierului;

e figiere functie, care se executa la fel ca figierele script cu exceptia faptului ca pot
fi apelate cu parametri, intorc o valoare ca rezultat iar variabilele folosite sunt
dealocate, cu exceptia celei ce desemneaza rezultatul intors de functie.

Un figier script va contine comenzi MATLAB si va avea extensia .m. Odata salvat in
directorul curent, lansarea lui se face simplu, de la prompter-ul MATLAB, prin invocarea
numelui (fard extensie).

Un figier functie are o structura speciala. Prima linie de cod va trebui sa contina
cuvantul cheie function ce specifica numele si rezultatul intors de functie. Un exemplu
simplu de functie (continutul figierului putere3.m) este urmatorul:

% putere3(a) Calculeaza puterea a treia a lui a

% observati linia liberd de mai sus; cu comanda >> help putere3

% se vor afisa primele 1linii de comentariu din putere3.m pana la
% prima linie liberd

% urmeaza prima linie de cod. x este variabila ce va fi returnata
function [x] = putere3(a)

X = a*ax*x a;

return

Apelind functia, se vor produce urmatoarele rezultate:

>> putere3(4)
ans =
64
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>> help putere3

putere3(a) Calculeaza puterea a treia a lui a
>> disp(’text’)
text

Intr-un fisier script sau functie, functia error( 'mesaj’) afiseaza mesajul si intoarce la
prompter-ul MATLAB.

1.6 Functii de existenta

e exist(x) Intoarce true daca variabila x exista

e any(x) intoarce true daca exista cel putin un element al vectorului x este true
e all(x) intoarce true daca toate elementele vectorului x sunt true

e find(x) Intoarce indicii elementelor nenule din vectorul x

e isempty(x) intoarce true daca cel putin una din dimensiunile matricii x este 0.

1.7 Functii pentru siruri de caractere

e abs(’sir’) intoarce un vector continind codurile ASCII ale caracterelor girului

e setstr(x) intoarce girul de caractere ale carui coduri ASCII sunt date de vectorul
X

e isstr(x) intoarce true daca argumentul e gir de caractere

e eval(’expresie MATLAB’) evalueaza acea expresie

e strcmp(a,b) intoarce rezultatul compararii celor doua siruri de caractere
e findstr(a,b) intoarce indicii aparitiilor lui b in a

e upper (x) converteste sirul la majuscule

e lower (x) converteste sirul la minuscule

e num2str(x) conversie de la numar la gir de caractere

e str2num(x) conversie inversa de string la numar
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1.8 Functii de aproximare, random si extreme

e ceil(x) rotunjeste la cel mai apropiat intreg spre +oo
e fix(x) rotunjeste la cel mai apropiat intreg spre 0
e floor(x) rotunjeste la cel mai apropiat intreg spre —oo

e round(x) rotunjeste la cel mai apropiat intreg

1.9 Crearea graficelor

Graficele in MATLAB se creeaza cu comenzile plot, mesh, contour. Se stabileste in
prealabil domeniul pe care se reprezinta, de regula un vector. lata de exemplu rezolvarea
grafica a ecuatiei:

1—2
14w
Secventa urmatoare de comenzi produce figura 1.1:

sin(x) (1.1)

Exemplu de grafic
1 T T

0.8

o °
N )}

o
()

sin(x), (1-x)/(1+x)

Figura 1.1: Exemplu de folosire a comenzii plot
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>> x = 0:.1:2%pi;

>> plot(x,sin(x),x, (1-x)./(1+x))
>> grid

>> xlabel(’x’)

>> ylabel(’sin(x), (1-x)/(1+x)’)
>> title(’Exemplu de grafic’)

f(x,y)=(x-3)"2-(y-2)"2

Figura 1.2: Exemplu de folosire a comenzii mesh

O suprafata este definitd matematic ca inaltimea calculata pentru fiecare (x,y), z =
f(z,y). De exemplu dorim sa reprezentam functia pentru domeniile 2 < x <4gi 1 <y <
3. Pentru aceasta construim valorile discrete corespunzatoare cu functia meshgrid:

>> [X,Y] = meshgrid(2:.5:4, 1:.5:3);
>> X

2.0000 2.5000 3.0000 3.5000 4.0000
2.0000 2.5000 3.0000 3.5000 4.0000
2.0000 2.5000 3.0000 3.5000 4.0000
2.0000 2.5000 3.0000 3.5000 4.0000
2.0000 2.5000 3.0000 3.5000 4.0000
Y
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1.0000  1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
1.5000 1.5000 1.5000 1.5000 1.5000
2.0000 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000
2.5000 2.5000 2.5000 2.5000 2.5000
3.0000 3.0000 3.0000 3.0000  3.0000

Coordonatele punctului (7, 7) sunt date de (X(,7),Y (¢,7)). Dupa calculul functiei cu
ajutorul lui X si Y, reprezentarea sa se face cu ajutorul functiilor mesh sau contour. Sa
presupunem ca dorim sa reprezentam suprafata:

flay)=(2-3)"—(y—2)° (1.2)

pentru 2 <z < 4si 1 <y < 3. Secventa de comenzi MATLAB urmatoare va produce
figura 1.2:

>> [X,Y] = meshgrid(2:.2:4, 1:.2:3);
>> Z = (X-3).72-(Y-2).72;

>> mesh(X,Y,Z)

>> title(Pf(x,y)=(x-3)"2-(y-2)"2’)

1.10 Documentatie

Pentru orice comanda, o scurta descriere este disponibila folosind secventa:
>> help <comanda>
Demonstratii asupra capabilitatilor MATLAB pot fi obtinute cu comanda:
>> demo
Comanda:
>> help

va produce o lista a categoriilor pentru care help-ul este disponibil.

1.11 Exercitii

Folosind cele citite pana acum:
1. Realizati figierul functie fib.m care calculeaza sirul Fibonacci:

1 daca n <2

fib(n) = { Fib(n —2) + fib(n —1) daci n > 2 (1.3)
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2. Rezolvati, folosind calculul matricial, sistemul de ecuatii:

2 + 3y + =z = 10
r + y — z = 0 (1.4)
r + y + 5z = 18

3. Realizati functia care calculeaza recursiv C*:
1, k=0

= n, k=1 (1.5)
Ck +CF1, k<n

4. Reprezentati grafic functia:

flz) =2 (16)

5. Realizati functia recursiva ce afiseaza strategia de deplasare a inelelor pentru prob-
lema turnurilor Hanoi. Considerati 8 inele asezate descrescator pe una din cele 3
vergele.



Laborator 2

Entropia unei surse binare. Surse
Markov

2.1 Notiunea si masura informatiei

Fie o sursa discreta ce emite simboluri din alfabetul X, cu probabilitatile P:
[ X ] [ r1 T2 ... Tp ]
[ P ] [ p1 P2 oo P ]

Incertitudinea de realizare a evenimentului x; este functie de probabilitatea sa de aparitie
p; - cu cat probabilitatea de realizare a evenimentului este mai mare, cu atat incertitudinea
de observare a evenimentului z; este mai mica:

Z(%) = U(xz) = F(pz) (2‘2)

Informatia i(x;) realizatd pentru un simbol z; este egald cu incertitudinea de realizare
a acelul simbol. Deci pentru un eveniment compus {x;,x;} care consta in indeplinirea
simultana a evenimentelor x; si x;, probabilitatea:

(2.1)

p(wi ) = p(a;) - p(z;) (2.3)
este mai mica decat fiecare probabilitate in parte, deci incertitudinea de realizare a eveni-
mentului {z;, z;} va fi mai mare decat fiecare incertitudine pentru realizarea evenimentelor
x;, x; luate separat:

Ui, x5) = U(x) + Ulz;) (2.4)
Incertitudinea este functie aditiva de probabilitate, de unde rezulta formula informatiei
ce se obtine la realizarea evenimentului x;:

i(z;) = —logy p(;) (2.5)

Masura informatiei se exprima in biti, iar daca se schimba baza logaritmului in e sau 10:
1[nit] = log, e = 1.44[bit] (2.6)

1[dit] = log, 10 = 3.32[bit] (2.7)

12
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2.2 Cazuri extreme de canale discrete

Fie cazul unui canal cu perturbatii pentru care sursa emite simbolul z; iar receptorul
primegte simbolul y;. Informatia realizata asupra simbolului x; cand se receptioneaza
y; este diferenta dintre informatia apriori (inainte de observare) si informatia aposteriori
(constatata dupa realizarea evenimentului):

. . . P Zi/Y;
(i, y5) = i(w;) —i(wi/y;) = —logy p(w;) + logy p(w:i/y;) = log, % (2.8)
1. Cazul canalului fara perturbatii

Probabilitatea de realizare a evenimentului x; cand se observa y; este chiar proba-
bilitatea de realizare a lui z; (y; observat este chiar x;):

p(xi/yj) = p(xz/xz) =1 (2-9)
(i, 5) = logy —— — iz), (2.10)
p(lﬁ)

informatia dobandita este chiar informatia obtinuta asupra evenimentului x;.

2. Cazul canalului puternic perturbat

Evenimentele x; si y; sunt independente:
Pz, y;) = p@i) - ply;) = p(aify;) - ply;)  deci plas/y;) = pla:) (2.1

(s, ;) = logy P8 _ g, (2.12)

p(x;)

informatia dobandita asupra evenimentului x; este nula.

2.3 Entropia. Proprietati

Pentru o sursa discreta, entropia sursei este informatia medie statistica pe simbol:

H(X)=— ipi log, ps (2.13)

i=1
Proprietatile entropiei:

1. functie continua;

2. functie simetrica (p; se pot interschimba);

3. marime aditiva;
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4. valoarea maxima a entropiei (cu n numarul de stari ale sursei):

Hippow(X) = logy n (2.14)
5. debitul de informatjie:
H(X
D(X) = (_ ) (2.15)
T

T=>Y plx;) 7 (2.16)
i=1
6. redundanta sursei:
R(X) = Hpae(X) — H(X) (2.17)
7. redundanta relativa:
H(X)
p(X)=1- Hom(X) (2.18)
8. eficienta sursei:
H(X)
n(X) = o () (2.19)

2.4 Surse Markov

O sursa discreta cu memorie este o sursa discreta pentru care probabilitatea de
emisie a simbolului la momentul curent depinde de simbolurile emise anterior:

p(ax®) = p(z®|pk=D k=2 gk=r)) (2.20)

O sursa markoviana este o sursa discreta cu memorie de ordinul I, adica probabili-
tatea simbolului emis la momentul curent depinde numai de simbolul emis anterior:

p(a®) = pa®™]a"V) (2.21)

v k), (k=1 . - < oo .

Notam cu p;; p(:cg )|x§ )), adica probabilitatea ca sursa si treaca din starea ¢ in

starea j (in fiecare stare sursa emite un anumit simbol). Dintr-o stare i sigur sursa va
trece intr-o alta stare, deci putem scrie:

> =1 (2.22)
j=1

Probabilitatea ca sursa sa se afle in starea 7 la momentul &k este:

(k) (k—1)
1

_ (k—1)
Puy = Py

Pyt Day g pentru.  i=1...n (2.23)
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p33

Figura 2.1: Graful de tranzitie pentru o sursa Markov cu 3 stari

Corespunzator, vectorul probabilitatilor ca sursa sa se afle intr-una din cele n stari la
momentul k& este:
(k) 7t . plk=1)

p (2.24)

unde T este matricea de tranzitie a starilor, cunoscuta apriori.
Sa presupunem cazul particular n = 3 (figura 2.1). Pentru acesta putem scrie sistemul:

)

k k— k— k—

p§1)) = p§1) Y P11 + pgz) b “p21 + p(3) 1) - P31
k k— k— k—

p<2>) - P Vopn + P(2) Vope + P3) V' gy (2.25)
k k— k— i

PE?,)) pﬁl) Y D13z + pgg) Y “P23 + pE3) 2 - P33

(k) (k—1)
p%i) Pui P21 P3i pgllf) X
pg% = | P12 P22 P32 |- pgz)_) ; (2.26)
p(lg) P13 P23 P33 p(’?f)_ 1

M Tt v

k) p(E=D)

unde ,
k
>op =1, (2.27)
=1
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iar T este matricea de tranzitie a starilor sursei. Conform celor de mai sus, suma ele-
mentelor de pe fiecare linie a lui T" trebuie sa fie 1.

Se numeste sursa stationara o sursa discreta pentru care probabilitatea de emisie
a simbolului in starea curenta nu depinde de originea timpului (este aceeagi in timp).
Conditia de stationaritate se scrie astfel:

pF) = Tt k1) = =) (2.28)

deci probabilitatea p®) la orice moment k si fie vector propriu al lui 7%, cu A = 1.

2.5 Problema rezolvata

Pentru o sursa Markov cu 2 stari, stationara, determinati, in functie de matricea de
tranzitie a starilor, vectorul probabilitatilor stationare.

Rezolvare

Deoarece este o sursa stationara, putem scrie, pentru vectorul probabilitatilor sim-
bolurilor emise de sursa p si matricea de tranzitie a sursei 7"

p=T"p (2.29)
unde
x
p_[l—x] (2.30)
respectiv
a 1l—a
T—[b 1_{)] (2.31)
Atunci putem scrie:
x a b x
[1—x]:ll—a 1—b]'l1—x] (2.32)
Adica: ( )
x B ar +b(1 —x
[1—x]_[(l—a)$+(1—b)(1—x)] (2.33)
Din prima relatie avem:
r=axr+b—bx (2.34)
de unde: \
p=| (2.35)
1—a+b
Pentru matricea de tranzitie: )
0.2 0.8
T = . 0 ] (2.36)

Obtinem vectorul probabilitatilor stationare:

[ 0.55556 ]

P=1 0.44444 (2.37)
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2.6 Exercitii

1.

Sa se calculeze cantitatea de informatie necesara pentru precizarea pozitiei unei
figuri pe tabla de sah.

Fie 12 monede dintre care una falsa (mai ugoara sau mai grea). Determinind can-
titatile de informatie, sa se calculeze numarul minim de cantariri necesare gasirii
monedei false si precizarii daca este mai ugoara sau mai grea. Folosim pentru
cantariri o balanta fara greutati.

Fie un alfabet format din 3 litere A, B, C. Sa se calculeze:

(a) numarul maxim de mesaje de lungime 3 ce se pot forma;

(b) cantitatea de informatie continuta de un asemenea mesaj.

Fie o sursa Markov cu 3 stari, stationara pentru care se da matricea de tranzitie
a starilor. Realizati programul MATLAB care sa calculeze probabilitatile de emisie
ale simbolurilor la un moment dat. Atentie la relatiile dintre elementele matricii de
tranzitie !

Pentru o sursa Markov cu 3 stari, caracterizata de matricea de tranzitie:

0.01 0.98 0.01
0.01 0.01 0.98 (2.38)
0.98 0.01 0.01

Realizati programul MATLAB ce itereaza probabilitatile succesive de transmitere a
celor trei simboluri. Ca probabilitati initiale folositi po = [010]. Dupa cati pasi se
ajunge la stationaritate 7

Realizati programul MATLAB pentru a vizualiza variatia entropiei unei surse care
emite numai doua simboluri. Cand este nula valoarea entropiei ? Dar maxima ?

O sursa discreta care genereaza 8 mesaje se caracterizeaza prin:

[S]=1[s1 S2 s3 S4 S5 S¢ S7 Ss | (2.39)
[F]=[22 33 44 4 4] (2.40)
P]=[1/4 1/4 1/8 1/8 1/16 1/16 1/16 1/16 ] (2.41)

Sa se calculeze In MATLAB:

(a) entropia sursei si valoarea ei maxima;
(b) debitul de informatie;
)
)

(c

(d) redundanta relativa si eficienta sursei.

redundanta sursei;
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8. Cu ajutorul urmatoarei secvente MATLAB:

%» STARE(p) - genereaza simbolul emis de sursa discreta
yA caracterizata de probabilitatile simbolurilor
yA (vectorul p al acestora)

% incercati comanda "help stare"
% va afisa primele linii ce incep cu ’%’
function [i] = stare(p)
% functia "stare" are un parametru si intoarce i
if sum(p) "= 1
error (’Vectorul p nu caracterizeaza o sursa discreta !’);
end

x=rand(1,1); % genereaza un numar aleator intre 0 si 1
n=length(p); % numarul de simboluri
k=0;
for i=1:n % probabilitatea sa fie emis unul din
r(1)=p(i)+k; 7% simbolii de ordin <= i
k=k+p(i);
end
for i=1:n % intoarce acel simbol (stare)
if x<=r(i)
return;
end
end

Realizati programul care simuleaza o sursa Markov cu 3 stari. Programul con-
struieste pe baza vectorului probabilitatilor initiale p(® si a matricii de tranzitie a
starilor T" succesiunea de simboluri care sunt emise la momente distincte in timp.



Laborator 3

Canale discrete. Transinformatia

3.1 Canale discrete. Entropii conditionate

Pentru un canal discret, se noteaza cu H(X) entropia campului de intrare (este chiar
entropia sursei ce emite simboluri din alfabetul X si nu depinde decat de sursa), iar
cu H(Y) entropia campului de iegire (informatia medie statistica pe simbol obtinuta la
iegire).

De obicei se cunosc probabilitatile conditionate ale iegirii in conditiile cand s-a observat
intrarea, adica matricea de zgomot:

pyr/x1) ply2/x1) .. p(Ym/21)
p(yr/zn) p(Y2/Tn) - P(Ym/Tn)

In conditiile in care se observa intrarea, de la un anumit z; in mod sigur vom ajunge la
unul din simbolurile y; din spatiul de iegire, deci exista relatia:

m

>_ply;/w) =1 (3-2)

i=1

In mod asemanator, pentru matricea de tranzitie:

plei/y1) plx1/y2) - p(T1/Ym)
PIX/Y] = p(f‘z./.yl) p($.2‘/.y2) p($2/ym) (3.3)
p(n/yn) p(xn/y2) oo P(Tn/Ym)

avem relatia:
> p(wify;) =1 (3.4)
i=1

deoarece daca observam ca s-a primit simbolul y;, in mod sigur pentru aceasta s-a emis
unul din simbolurile z;.

19
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Daca se noteaza campul produs cu:

Yyt Y2 .. TiYm
P[X, Y] _ Tolyi XYz ... T2Ym ’ (35)
TnY1 Tp¥Y2 ... TplYm

unde cu z;y; am notat evenimentul simultan emisia lui x; si receptia lui y;, entropia
campului produs este:

HOGY) = =323 plos ) gl (36)

Pentru cazul cand se cunoagte campul de la iesire Y, se face presupunerea ca s-a
receptionat y;. Daca nu ar fi perturbatii, s-ar putea spune ca z; = y;. In cazul real
exista o incertitudine asupra simbolului emis. Pornind de la expresia incertitudinii de
realizare a evenimentului z; cand se realizeaza y;, U(z;/y;) = —logp(z;/y;), se poate
calcula incertitudinea medie asupra sursei de intrare cand se cunoaste alfabetul de iesire:

H(X/Y) = ii p(xi,y;) log p(z;/y;), (3.7)

si reprezinta echivocul ce exista asupra lui X cand se cunoaste Y.

Pentru cazul cand se cunoaste intrarea X, se poate calcula incertitudinea despre iegire.
Exista o incertitudine asupra simbolului receptionat. Pornind de la expresia incertitudinii
de realizare a evenimentului y; cand s-a emis z;, se poate calcula incertitudinea despre
iegire cand se cunoaste intrarea:

HOY/X) = =33 pla ) ogplus /), 35)

si reprezinta eroarea medie a lui Y cand se cunoaste X.
H(X/Y) si H(Y/X) sunt referite sub denumirea de entropii conditionate. Se
demonstreaza urmatoarele relatii intre entropii:

HX,)Y)=H(X/Y)+ H(Y) (3.9)
HX,)Y)=H(Y/X)+ H(X) (3.10)
1. Pentru cazul canalului fara perturbatii, daca se trimite x; se va receptiona z; deci:
oty ={ 0 17 G.11)
sl avem:
(X/)Y)=0 H(X,Y)=H(Y)

(3.12)

T =

(X.Y)=H
(Y/X)=0 H(X,Y)=H(X)
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2. Pentru cazul canalului puternic perturbat, daca se trimite x; se va putea receptiona
absolut oricare din simbolurile y; deci p(x;/y;) = p(x;) si avem:

p(@iy;) = p(:) - p(y;) (3.13)

deci:
H(X/Y) = H(X) H(Y/X)=H(Y) (3.14)
H(X,Y) = H(X) + H(Y) (3.15)

3.2 Transinformatia. Proprietati

Pornind de la expresia informatiei asupra lui z; cand se cunoaste y; ca diferenta intre
informatia proprie a lui z; si incertitudinea asupra simbolului x; cand se cunoaste y;,
i(x;,y;) = Ulx;) — U(x;/y;), se calculeaza valoarea medie a informatiei mutuale care se
numeste transinformatie si reprezinta informatia medie ce se trimite pe canal:

10X,Y) = 3 Y il uy) - plai,uy) (3.16)

Se arata ca:

I(X,)Y)=H(X)—- H(X/Y) (3.17)
I(X,)Y)=H(Y)-H(Y/X) '
Proprietatile transinformatiei:
1. Capacitatea canalului este valoarea maxima a transinformatiei prin canal:
C=maz{l(X,Y)} =max{H(X)—- H(X/Y)} (3.18)
2. Capacitatea canalului raportata la timp:
C
Cy=— 3.19
=2 (3.19)
3. Redundanta canalului:
R=C-I1(X,Y) (3.20)
4. Redundanta relativa:
I(X,)Y) R
=1- = — 3.21
C C (3.21)
5. Eficienta canalului:
I(X,Y)

_ —1_ 29
n c p (3.22)
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1-p

X O =®,

Figura 3.1: Canal binar simetric

3.3 Canalul binar simetric. Canalul binar cu anulari

Canalul binar simetric (figura 3.1) are proprietatea ca probabilitatea de eronare a
oricarui simbol este aceeasi. Fie canalul pentru care probabilitatea de eronare este p:
Matricea de zgomot atasata (probabilitatile de eronare) este:

[P]:P[Y/X]:[lgp 1%1 (3.23)
Se demonstreaza ca transinformatia prin canal este:
IX,)Y)=HY)-HY/X)=H(Y)+p-logp+ (1 —p) -log(l —p), (3.24)
care este maxima atunci cand H(Y') este maxima, capacitatea canalului fiind:
C=1+p-logp+(1—p)-log(l—p), (3.25)

expresie care depinde numai de zgomotul de canal si nu de probabilitatile de utilizare ale
simbolurilor.

1-q
X ;O -0
yl

1
N
oy

/ 3
O =0
y2

2 1_q -

X

Figura 3.2: Canal binar cu anulari

Canalul binar simetric cu anulari are proprietatea ca probabilitatea de anulare a
oricarui simbol este aceeasgi. Pentru canalul din figura 3.2, matricea de zgomot este:

[P] = P[Y/X] = 1_5_‘1 1_?_(} g (3.26)
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Tinind seama de formula probabilitatilor conditionate:

p(zi, y;) = p(y;/ i) - pxi) (3.27)
si de relatia:

ply;) = ZP(% Yi); (3.28)

putem calcula probabilitatile campului de iesire, apoi calculam expresia transinformatiei
prin canal:

I(X,)Y)=H(Y)-H(Y/X) (3.29)
si In final obtinem expresia capacitatii canalului:
C=1—¢q (3.30)

3.4 Exercitii

1. Demonstrati si apoi reprezentati in MATLAB:

(a) capacitatea canalului binar simetric;

(b) capacitatea canalului binar cu anulari.

2. Un canal de transmisiune se caracterizeaza prin urmatoarea matrice de zgomot:

0.98 0.01 0.01
Ply/X]=| 01 075 0.15 (3.31)
02 03 05

La intrarea in canal se aplica simbolurile z1, x5, 3 cu probabilitatile:
p(x1) = 0.7 p(ry) = 0.2 p(xs) = 0.1 (3.32)
Determinat;i:

(a) cantitatea medie de informatie furnizata de un simbol receptionat;

(b) cantitatea de informatie ce se pierde la transmiterea unui mesaj format din 400
de simboluri;

(c) cantitatea de informatie receptionata in conditiile de la punctul anterior.

3. Folosind programul CANALE.EXE, apoi realizind programul MATLAB, pentru canalul
caracterizat de matricea de zgomot:

PlY/X] = l ??g ;?g ] (3.33)
si probabilitatile sursei:
p(zy) = 3/4
plas) = 1/4 (3.34)

determinati:
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(a)
b)

(
(c) entropia campurilor reunite;
(

entropia campului de intrare;

entropia campului de iegire;

d) eroarea medie si echivocatia;
(e) transinformatia;

(f)

()

capacitatea canalului;

redundanta si eficienta canalului.



Laborator 4

Receptoare de simboluri discrete
(cazul binar)

4.1 Criteriul lui Bayes

Pentru o sursa de simboluri discrete ce emite simboluri dintr-un alfabet X, cu proba-
bilitati date P:

[P ] ple) pla) ] (4.1)
O
Y,
XlO
O
Y
X

Oym

Figura 4.1: Graful de tranzitie pentru un canal binar discret cu m stari in spatiul de iesire

Se considera un canal ce furnizeaza la iegire m simboluri, [Y]| = [y1...y,] (figura
4.1). Cu ajutorul criteriului lui Bayes (riscului minim) pe care il vom da ulterior, se
partitioneaza spatiul iesirilor (Y') in doua subspatii Y] si Y, disjuncte:

Y =v1UYs (4.2)
Yi(Ya=10 (4.3)

25
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Sa presupunem ca la receptie se primeste un simbol y;. Acesta poate apartine fie lui
Y7, fie lui Y. Se pot construi astfel cele doua decizii Dy si Ds:

Dy = {yr € Y1} (4.4)

Dy = {yx € Yo} (4.5)

Numai una din cele doua decizii este corecta la un moment dat. Fiecarei decizii 1i este
atasat un anumit cost, in functie si de simbolul x; emis initial. Partitia considerata se
caracterizeaza cu ajutorul urmatoarei matrice de costuri:

[ Cu Ch
C= (4.6)

Cor Oy
Este fireasca presupunerea: costurile pentru o decizie corecta (D; cand s-a emis zp re-
spectiv Dy cand s-a emis x5, adica Cy g1 Cye) sa fie mai mici decat costurile pentru o

decizie incorecta (D; cand s-a emis x respectiv Dy cand s-a emis x4, adica Cig si Coy).
Facem urmatoarele notatii:

e (;; este costul deciziei D; cand s-a transmis simbolul z;;

e 1; este simbolul emis;

e ;. este simbolul receptionat;

e X; este simbolul estimat in functie de D; cu privire la y; receptionat.

Criteriul de optimizare folosit in cazul receptoarelor de simboluri discrete este cel al

costului mediu (C) minim, numit risc (R) si avind expresia:

i Cij - p(Dj, x;), (4.7)

||
||Mw

unde p(D;, z;) este probabilitatea luarii deciziei D; concomitent cu emiterea simbolului z;.
Presupunem ca acest risc este minim pentru cazul cand decizia D; este corecta (se emite
x1 si se observa yi). Vom considera relatiile valabile pentru probabilitatii conditionate:

p(D1,11) = p(Dy/x1) - p(1) (4.8)
p(Da, 21) = p(D2/x1) - p(1) (4.9)
p(D1, x2) = p(D1/x3) - p(2) (4.10)
p(Da, x2) = p(D2/x3) - p(2) (4.11)

Expresia riscului devine atunci:

R = [C11-p(D1/x1)+Cra-p(Da/x1)]-p(x1) +[Cor-p(D1/x2) + Cag - p(Da/x2)] - p(2) (4.12)
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Deoarece evenimentele {D;/x1} si {Dy/x1} respectiv {D;/xo} §i {D2/x2} sunt comple-
mentare, putem scrie relatiile:

p(Ds2/z1) =1 —p(D1/z1) (4.13)
p(Da2/x1) =1 —p(D1/x1) (4.14)

Atunci expresia riscului R se scrie:

R= Clz'p($1)+022'p($2)+p($2) 'p(Dl/@) : (021 - 022) - p(Il) ~p(D1/x1) : (C12 - Cn)

< 0 pentru decizia D, corecta

(4.15)
Membrul din stanga este format din doua parti, prima nu depinde de decizia luata, in
schimb a doua depinde. Pentru decizie corecta, aceasta parte trebuie sa fie negativa:

p(D1/I1) < p(xg) ) Co — Oy
p(Di/x2) ~ p(x1) Ci2—Cn

Revenind la notatie, decizia D; se ia pentru yy, deci criteriul costului (riscului) minim
sau criteriul lui Bayes se scrie astfel:

(4.16)

Y]
p(yr/x1) > p(x2) Co1— O (4.17)
p(yr/x2) < p(z1) Ciz—Cn
Y5
Vom nota partea stanga cu
A = Pl/m) (4.18)
P(Yr/x2)
iar partea dreapta, pe care o numim pragul testului, cu
K — p(x2) Cy — Oy (4.19)

p(z1) Ci2—Cn
Partitionarea lui Y in Y] si Ys se va face in mod corespunzator pentru fiecare yy:

A > K, ypeY

M<K,y €Yy (4:20)
4.2 Clasificarea criteriilor
Se definesc urmatoarele criterii de decizie:
1. Criteriul riscului minim:
Y:
p(yk/xl) > p(xz) Cay1 — Cy (4‘2”

p(ye/z2) < p(ay) ' Ci2 — Cpy
Y,
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2. Criteriul plauzibilitatii maxime:

plyr/x1) >
pyr/r2) <

3. Criteriul observatorului ideal

Y]
p(yk/:ﬁ) > p(@)

p(yr/z2) < p(z1)
Y,

[y

[\

4. Criteriul probabilitatii aposteriori maxime:

Y;
p(x1/ys) >

p(ra/yr) <
Y,

1

4.3 Canalul echivalent

X, o/ 7%>o X,
Y
X
X ]C?Vk\JrI\o X
2 lc// 2

Ym

Figura 4.2: Canalul binar echivalent dupa realizarea partitiei

(4.22)

(4.23)

(4.24)
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Criteriile se bazeaza pe Impartirea spatiului observatiilor (spatiul de iegire) in doua
subspatii, fiecare corespunzind unei decizii. In urma partitiei se estimeaza simbolurile x;
pentru y; din Y; respectiv Xo pentru y; din Y, (figura 4.2). Se obtine astfel canalul binar
echivalent, caracterizat de o noua matrice de tranzitie ce cuprinde caracteristicile atat ale
canalului original cat si ale receptorului considerat.

Daca se receptioneaza simbolurile y,, £ = 1...m, matricea strategiei de decizie S se
defineste prin:
p(i/y1)  p(Xe/y1)
S — p(x1/y2)  p(X2/y2) (4.25)

p(X1/ym) P(X2/Ym)

Elementele lui S sunt valori booleene, 0 sau 1, corespunzind estimarii corecte respectiv
incorecte gi reflecta in mod direct partitia facuta.

Matricea de tranzitie a canalului optimizat echivalent (intrare in canalul de trans-
misiune - iegire din receptorul optimal) care inglobeaza canalul propriu-zis i receptorul
optimal este:

T =PlY/X]-S, (4.26)

unde P[Y/X] este matricea de zgomot a canalului initial.

4.4 Exercitii

1. Fie un canal caracterizat de urmatoarea matrice de zgomot:

1/3 1/3 1/6 1/6

PlY/X] = 1/6 1/6 1/3 1/3

(4.27)

La intrarea canalului se aplica simbolurile x; si 25 cu probabilitatile p(z1) = p(x2).
Folosind programul RECEPT . EXE:

(a) sa se faca partitia simbolurilor receptionate conform criteriului plauzibilitatii
maxime;

(b) sa se scrie matricea strategiei care caracterizeaza partitia;

(c) sa se scrie matricea de tranzitie a canalului echivalent;

(d) sa se calculeze eroarea medie inainte si dupa partitie.
2. Fie un canal de transmisiune caracterizat prin urmatoarea matrice de zgomot:

04 03 0.2 0.1

Ply/X]= 0.1 02 0.3 0.4

(4.28)
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La intrarea canalului se aplica simbolurile x; §i zo cu probabilitatile:

2 1

p(fl) = 3 p(fz) = 3 (4-29)
Matricea costurilor este de forma:
0.2 04
o=]o2 o] -

Folosind MATLAB-ul, sa se faca partitia simbolurilor si sa se scrie matricea strategiei
si matricea de tranzitie a canalului echivalent daca se aplica criteriul:

(a) riscului minim;

(b) plauzibilitatii maxime;

(c) observatorului ideal.

3. Imaginati programul scris pentru MATLAB bazindu-va pe calculul matricial, pentru
care, dandu-se matricea de zgomot P[Y/X] pentru un canal discret, probabilitatile
simbolurilor de intrare [P] cu un numar variabil de stari in campul de iegire Y, care
sa calculeze:

(a) matricea strategiei care caracterizeaza partitia S,
(b) matricea de tranzitie a canalului echivalent T,

(c) eroarea medie inainte si dupi partitie, H(Y/X) respectiv H(X/X),
pentru fiecare dintre primele trei criterii de decizie date.

4. Care ar fi interpretarea pentru criteriul observatorului ideal ? Dar pentru criteriul
plauzibilitatii maxime 7



Laborator 5

Coduri pentru canale fara
perturbatii

5.1 Notiuni introductive

Pentru o sursa de simboluri discrete ce emite simboluri dintr-un alfabet .S, cu proba-
bilitati date P:

[ S ] [ S1 e Sn ]

[ P(S) ] [ p(s1) ... p(sn) |7 (5.1)
se realizeaza operatia de codare folosind alfabetul:

[ X ] [ I Ce Tp

[ P(X) ] [ p(xy) ... plxp) |’ (5.2)

unde D < n. Pentru fiecare simbol emis de sursa S operatia de codare presupune
asocierea pentru fiecare s; a unui cod ¢; = x;1 ...y, unde [; = |¢;|, format dintr-o succe-
siune de simboluri ai alfabetului de intrare al canalului X, astfel incat sa se maximizeze
transinformatia:

[(X,Y) = H(X) = H(X/Y) = Hpa(X) — 0 =1log D (5.3)

Prin codare se intelege operatia de stabilire a unei corespondente biunivoce intre
simbolurile sursei primare S si girurile ¢; denumite cuvinte de cod (sau cuvinte cu sens).

Se numesgte cod unic decodabil un cod pentru care oricarei succesiuni de cuvinte de
cod 1i corespunde o unica succesiune de simboli din S.

Se numeste cod separabil un cod pentru care nu exista semne de demarcare intre
cuvintele de cod.

Se numeste prefix al unui cuvant de cod ¢; = ;... xy, orice succesiune de simboli
Ti1 ... X pentru care r < [;.

Se numeste cod instantaneu un cod pentru care se poate decoda succesiunea de
simboluri atagata fara a determina referintele la codurile urmatoare transmise. Connditia
necesara si suficienta pentru ca un cod sa fie instantaneu este ca nici un alt cuvant de cod
sa nu fie prefix al altui cuvant de cod (vorbim in acest caz de coduri prefix).

31
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5.2 Lungimea medie a unui cuvant de cod

Pentru fiecare simbol emis de sursa S se atageaza prin codare un cuvant de cod ¢;
astfel incat pentru un transfer de date prin canal sa se minimizeze timpul total. Timpul
pentru transmiterea unui cuvant de cod c¢; este:

T — T li, (54)

unde 7 este timpul transmiterii prin canal al unui simbol z;. Se Incearca minimizarea
costului mediu:

n n

R(C) = ZT,- ple) = TZli ple) =71, (5.5)

i=1 =1

unde prin / am notat lungimea medie a unui cuvant de cod.
Informatia medie pe cuvant de cod s; (¢;) este egala cu produsul dintre lungimea medie
a unui cuvant de cod gi informatia medie pe simbol z; din cuvantul de cod:

H(S)=H(C)=1-H(X) <1 logD, (5.6)

unde am tinut cont de valoarea maxima a entropiei alfabetului canalului H(X). Se poate
scrie atunci:

Informatia medie pe o literd din alfabetul codului (X) H(S)/I nu poate fi mai mare decat
valoarea maxima a entropiei alfabetului codului (log D).

5.3 Caracteristicile codului

Urmatoarele marimi caracterizeaza un cod adaptat pentu un canal fara perturbatii:

1. Capacitatea codului este valoarea maxima a entropiei alfabetului codului:

C =max H(X) =log D (5.8)

2. Eficienta codului este raportul dintre lungimea medie minima si lungimea medie
a unui cuvant de cod:

<1 (5.9)

3. Redundanta codului:

(5.10)
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Se numeste cod absolut optimal un cod pentru care eficienta codului este 1. S-a
vazut ca acest lucru se obtine pentru H(X) avind valoarea maxima:

1

p(z1) =...p(xp) = 5 (5.11)

Pentru acest caz, un cuvant de cod ¢; va fi emis cu probabilitatea:
p(si) = plci) = plwa) .. .plwy,) = D7 (5.12)

Aceasta este conditia limita pentru teorema McMillan care precizeaza conditia ca un cod
sa fie ireductibil:

k
YD h<1 (5.13)
=1

5.4 Codarea

Asocierea simbol emis de sursa (s;) - cuvant de cod (¢;) se face prin partitionarea
succesiva a setului initial de simboluri S, construind un arbore, pana se ajunge ca nodurile
terminale sa fie constituite din multimi continind cate un singur simbol (figura 5.1).

SOO S01 S10 11
o/ \1 o/
S S S S
2 1 4 3

Figura 5.1: Arborele de codificare pentru un canal binar

Pentru fiecare strategie, criteriul de alcatuire al arborelui difera:

1. algoritmul Shannon-Fano imparte setul initial S in doua subseturi astfel ca:

So = {si| X p(s;) =271}
St ={si| X p(si) =27} (5.14)



34 LABORATOR 5. CODURI PENTRU CANALE FARA PERTURBATII

La pasul urmator fiecare subset se repartitioneaza astfel incat suma probabilitatilor
pentru fiecare subset sa fie 272. Se continua astfel pana cand partitiile nu mai contin
decat un singur simbol. Se eticheteaza fiecare ramura cu codul asociat. Pentru
frunzele astfel obtinute, codul unei frunze se afla parcurgind arborele de la radacina
catre frunza respectiva si citind etichetele ramurilor.

2. algoritmul Huffman sorteaza simbolurile in ordinea descrescatoare a proba-
bilitatilor, apoi grupeaza ultimele doua simboluri cu probabilitatile cele mai reduse,
pentru care asociaza un nou simbol. S-a format astfel un subarbore. Se continua
astfel pana cand se construieste tot arborele de codificare.

Algoritmul Shannon-Fano construieste arborele pornind de la radacina spre frunze
(top-down), fata de algoritmul Huffman care construiegte pornind de la frunze (abordare
bottom-up).

5.5 Exercitii

1. Se considera o sursa discreta descrisa de alfabetul:
[S] = [s1 s2 s3 s1 85 s (5.15)
si probabilitatile:
[P] = [1/2 1/4 1/8 1/16 1/32 1/32] (5.16)
Sa se determine:

(a) un cod compact folosind algoritmul de codare Shannon-Fano, daca alfabetul
codului este [X] = [0 1]

(b) lungimea medie [ a unui cuvant de cod;
(c) eficienta si redundanta codului.
2. Se considera o sursa cu alfabetul [S] = [s1 ... sg] si probabilitatile:
[Pl = [0,05 0,1 0,3 0,25 0,1 0,2] (5.17)

(a) sa se determine un cod compact folosind codul Huffman daca alfabetul codului
este [X] = [0 1] si daca alfabetul codului este [X]=1[0 1 2];

(b) pentru cele doua cazuri sa se calculeze lungimea medie a unui cuvant de cod
si eficienta codului.

Folositi pentru aceasta programul HUFFMAN . EXE.

3. Pentru sirul "STAREA ACEASTA CERE STARI" sa se realizeze codificarea Huffman
folosind un canal binar, folosind programul HUFFMAN.EXE. Construiti arborele iar
apoi sirul ce reprezinta codificarea sa.
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Coduri pentru canale cu perturbatii
I (coduri grup)

6.1 Notiuni introductive

Simbolurile emise de catre o sursa discreta S sunt transmise pe un canal cu perturbatii.
Pentru detectia si corectia la receptie a erorilor sunt necesare, pe langa simbolurile de
informatie, si simboluri de control. Se transmite astfel informatie redundanta dar care
realizeaza un plus de siguranta.

Codurile pentru canalele cu perturbatii se clasifica in:

e coduri bloc, la care prelucrarea la receptie in scopul detectiei / corectiei erorilor
se face pe blocuri de n simboluri, si ele pot fi:

— coduri grup, la care cuvintele de n simboluri sunt considerate elemente ale
unui spatiu vectorial;

— coduri ciclice, la care cuvintele de n simboluri sunt considerate elemente ale
unei algebre.

e coduri convolutionale, pentru care prelucrarea la receptie se face in flux continuu.

Fie un spatiu vectorial V' presupus a contine numai cuvintele cu sens (coduri pentru
simbolurile emise de sursa S) si fie un alt spatiu vectorial W care cuprinde toate cuvintele
de cod, atat cele cu sens cat gi cele introduse redundant pentru a asigura corectia /
detectia erorilor. Bineinteles avem V' C W.

Se defineste, pentru doua cuvinte de cod « si # de lungime n, distanta de cod
Hamming intre cele doua cuvinte de cod, astfel:

d(a, B) = ﬁ;%@ﬂi, (6.1)

ce are ca semnificatie numarul de simboluri de 0 sau 1 prin care cele doua cuvinte de
cod difera. De exemplu cuvintele de cod [0 1 1 0] si [1 0 1 0] difera prin 2 biti, deci
distanta Hamming dintre ele este 2.

35
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Presupunem ca la transmitere canalul binar simetric cu probabilitatea de eronare p
eroneaza un cuvant cu sens si se receptioneaza cuvantul de cod v;/. Nu stim care cuvant
a fost transmis initial, v; sau v;. Probabilitatea de a se fi emis v; cand s-a receptionat v,/
se scrie pe baza distantei Hamming astfel:

p(vi|vi,) _ pd(vi,vi’) ) p"_d(vivvi/) ~ pd(vi’vi/) (62)

pentru o probabilitate de eronare scazuta (tipica pentru canalele obignuite). Atunci daca
se emite v; avem succesiv:

plv;|v) < p(oiloy’) (63)
pd(vj,vil) < pd(vivvi,) (6.4)
d(vj,vi') > d(vs,v), (6.5)

adica distanta Hamming dintre v;" si v; este mai mica decat cea dintre v;’ si v;.
Pe baza definitiei distantei Hamming se fac observatiile urmatoare:

e pentru detectia a e erori, distanta intre doua cuvinte de cod trebuie sa fie cel putin
e+ 1;

e pentru corectia a e erori, distanta intre doua cuvinte de cod trebuie sa fie cel putin
2e + 1.

Pentru fiecare din cazurile de mai sus, daca se eroneaza cel mult e biti, va rezulta un cuvant
de cod care nu este cuvant cu sens, care ne indica sigur eronarea si pentru al doilea caz
permite si aprecierea cuvantului cu sens initial deoarece distanta dintre cuvantul eronat
si cel initial este cel mult e.

6.2 Mecanismul de detectie si corectie a erorilor

Pe multimea cuvintelor de cod W definim o functie de corectie f : W — Z, unde Z se
numeste spatiul corectorilor. Un corector z indica pozitia dintr-un cuvant de cod unde
s-au produs erori. Pentru un cuvant cu sens v € V corectorul asociat este H{v} = 0.
Deci daca pentru un cuvant de cod v" avem H{v'} = 0, inseamna ca nu s-au produs erori.

Definim aplicatia D : Z — FE, unde ¢ € E, € se numeste vector eroare si indica
bitii care s-au eronat dintr-un cuvant de cod, iar E este spatiul corectorilor. La receptie
perturbatiile peste cuvantul de cod pot fi percepute ca zgomot aditiv:

vV=v+e v=0v+¢ (6.6)

Se defineste matricea de control H, iar corectorul pentru un cuvant de cod primit

v’ va fi calculat cu relatia:
z=H " (6.7)

Matricea de control va avea m linii i n coloane, unde n = m + k, 2™ este numarul
corectorilor iar 2¥ numarul simbolurilor de informatie.
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Un cuvant de cod v = [¢ ] este format din bitii de control ¢ si bitii de informatie
i. Daca matricea de control se scrie sub forma canonica, H = [I,, @], unde I, este
matricea identitate, relatia de codare pentru un cuvant de cod se deduce din conditia ca
pentru un cuvant cu sens corectorul asociat sa fie nul:

H-v"=0 (6.8)
I Ql-[c " =0 (6.9)
Ip-c"+Q-i" =0 (6.10)

cd'=qQ-i" (6.11)
c=1i-Q7, (6.12)

care se numeste relatie de codare.

Pentru codarea a N simboli sunt necesari k biti, unde 2k > N. Pentru ca un cod cu o
anumita matrice de control sa corecteze e erori, este necesar sa obtinem corectori distincti
pentru toate erorile ce pot aparea. Corectorii 1i vom coda cu m biti. Atunci numarul de
corectori este:

e
m 7
2" >1+> Cr (6.13)
i=1
A~ T A~ v .

Pentru un cuvant eronat corectorul este z = H -v'* = H - e?. Alegind doud cuvinte

de eroare cu e erori, corectorii asociati trebuie sa fie diferiti. Se demonstreaza ca:

e pentru corectia a e erori, suma a oricaror 2e coloane trebuie sa fie nenula, precum
si suma a oricaror mai putin de 2e coloane;

e pentru detectia a e erori, suma a oricaror e coloane trebuie sa fie nenula, precum si
suma a oricaror mai putin de e coloane.

Pentru detectia unui numar de 2p + 1 erori, putem lua matricea de control:

| hi hy ... hy
e ] (14
Cuvantul de eroare e =[... ay1 ... @41 ... are asociat corectorul:
z:H.gT:lh{1]+...+lhﬂ{’“], (6.15)

unde A ... higpt1 sunt 2p + 1 din coloanele matricii de control.
Daca dorim un cod care sa detecteze si erorile duble, alegem matricea de control astfel:

[0 hy hy ... By
m= 1 10
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Atunci expresia corectorului devine:

/
LAl o B B ) D R O

unde c¢; este corectorul propriu-zis pentru matricea de control ale carei coloane sunt
hi---h,, iar cy este bitul de paritate. Atunci:

daca ¢; = 0 i co = 0, nu exista erori;

daca ¢; # 0 si ¢o # 0, avem o eroare corectabila prin ¢; sau 3 erori;

daca ¢; = 0 si co # 0, s-a eronat bitul de paritate ag;

daca ¢; # 0 §i ¢ = 0 avem o eroare dubla.

6.3 Codarea cu ajutorul matricii generatoare

In cazul codarii cu ajutorul unei matrici generatoare GG dorim sa gasim o matrice GG

de forma:
v=1-G (6.18)

Deoarece matricea de control H poate fi pusa in forma canonica H = [I,,, )], se demon-
streaza ca matricea GG are expresia:

G=1Q" I (6.19)

6.4 Codul Hamming grup corector de o eroare

Matricea de control asociata codului Hamming are fiecare coloana formata din
reprezentarea binara a numarului acelei coloane. De exemplu pentru n = 3, aceasta
este de forma:

011
we [0 o
Acest cod codeaza 2 simboluri (k = 1) si are 4 corectori (m = 2). Cuvantul de cod va fi

de forma (nu este un cod perfect):
vV = [Cl (6)) Zg] (621)

Se numeste cod perfect un cod pentru care bitii de control ¢ sunt situati pe pozitii
consecutive In cuvantul de cod. Pentru un astfel de cod matricea de control este in forma
canonica.
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Pentru a alcatui schema codorului, cu reprezentarea lui v de mai sus se pune conditia
ca pentru un cuvant de cod corectorul asociat sa fie nul:

H- v =0, (6.22)

de unde se deduc expresiile bitilor de control ¢;.
Pentru schema decodorului, se construiegte mai intai corectorul pentru un cuvant de
cod receptionat:
s=H -7 (6.23)

Acesta va indica pozitia bitului eronat, adica este coloana matricii de control cu acelasi
indice ca si bitul eronat. In particular pentru codul Hamming, va fi reprezentarea binard
a indicelui bitului eronat. Acesta este apoi introdus intr-un decodificator pentru a forma
cuvantul de eroare.

6.5 Exercitii

1. Un numar de 16 simboluri se transmit pe un canal binar cu perturbatii folosind un
cod Hamming grup corector de o eroare. Se cer:

numarul de simboluri de informatie i numarul de simboluri de control;

)
b) formati in MATLAB matricea de control H si cuvintele de cod,;
(¢) determinati matricea generatoare G;
(d) realizati schema codorului si a decodorului, apoi in MATLAB realizati procedurile

corespunzatoare codarii si decodarii;
(e) stabiliti apoi cu procedurile realizate expresia corectorului cand se eroneaza al
patrulea simbol. Dar daca se eroneaza simbolurile 2 gi 7 7

2. Pentru acelagi numar de 16 simboluri se utilizeaza acum un cod Hamming care are
si proprietatea ca detecteaza erorile duble.
(a) deduceti forma matricii de control si a cuvantului de cod;

(b) experimentati si explicati apoi functionarea codorului si a decodorului prezen-
tate in programul HAMMING . EXE;

(c) realizati procedurile MATLAB pentru codor si decodor.

3. Un numar de 8 simboluri se transmit cu ajutorul unui cod Hammin grup corector
de o eroare si detector de erori duble. Se cere:

(a) sa se determine numarul simbolurilor de informatie &, al celor de control m si
lungimea cuvantului de cod n;
(b) sa se scrie matricea de control H a codului;

(c) sa se stabileasca expresia corectorului corespunzator eronarii simbolului cs;
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(d) sa se determine corectorul corespunzator eronarii simbolurilor ¢ §i ¢q;
(e) sa se scrie cuvintele de cod;

(f) sa se precizeze dacav=[1 1 0 0 1 1 0]esteun cuvant al acestui cod.



Laborator 7

Coduri pentru canale cu perturbatii
IT (coduri ciclice)

7.1 Notiuni introductive

Codurile ciclice sunt coduri bloc in care cele n simboluri care formeaza un cuvant de
cod sunt considerate ca fiind coeficienti binari ai unui polinom v(z) de grad n — 1. Ele au
proprietatea ca orice permutare ciclica a unui cuvant cu sens este tot un cuvant cu sens.

Cuvintele de cod sunt elemente ale unei algebre liniare modulo p(x) = z"+1. Cuvintele
cu sens (in numar de 2%) sunt elemente ale idealului generat de polinomul ireductibil si
primitiv ¢g(z) numit polinom generator al polinomului p(x), de grad m. Orice cuvant cu
sens este multiplu al polinomului generator:

v(z) = q(x) - g(x) (7.1)
Polinomul generator este de forma:
9(x) = go+ G+ ... + gmra™ + 2, (7.2)
unde g, = 1.
Cuvintele fira sens (in numar de 2" — 2%) alcituiesc cele 2™ clase de resturi modulo
p(z).

Codurile ciclice fac parte din categoria codurilor grup deci relatiile matriciale demon-
strate pentru codurile grup raman valabile.
Un cuvant de cod v(x) este format dintr-o parte de control si o parte de informatie:

v(x) = a9+ a1z + ..+ A ™ ™ L ™ (7.3)
(@) i)
respectiv
o(w) = ela) + 2" i(a) (7.4
dar
v(z) = q(z) - g(), (7.5)
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deci

a" ix) = q(x) - g(x) + c(x) (7.6)
adica polinomul de control se socoteste ca rest al impartirii polinomului de informatie
multiplicat cu 2™ si polinomul generator:

-
c(x) = rest {L z(x)} (7.7)
9(x)

Codul Hamming ciclic este un cod perfect (numarul cuvintelor de cod este n = 2™ —
1), corector de o eroare (distanta minima intre oricare doua cuvinte cu sens este 3) si
sistematic, adica simbolurile de informatie sunt delimitate de simbolurile de control si
plasate la sfarsitul cuvantului de cod.

Decodarea consta in gasirea unei corespondente intre cuvantul receptionat v'(zx) si

erorile introduse de canal e(z):
V'(z) = v(z) + e(x) (7.8)

Expresia corectorului asociat este:

s'(z) = rest {7;((;3))} = rest {%} (7.9)

Codurile ciclice cu distanta minima 3 pot fi utilizate pentru corectia unei erori sau
detectia erorilor duble prelucrind valoarea corectorului.

7.2 Codarea cu circuit de divizare

Codorul este format dintr-un circuit de divizare cu celule binare de memorare pe 1 bit
si sumatoare modulo 2 interioare. Circuitul de divizare are conexiunile buclei de reactie
realizate conform coeficientilor polinomului generator g(z). Schema bloc este prezentata
in figura 7.1.

’ i

Figura 7.1: Codor cu circuit de divizare prin g(x)

Pe durata primelor k tacte comutatorul K se permite introducerea celor k biti de
informatie atat in celulele divizorului cat si copierea lor nealterata la iegire. Dupa m < k
tacte in celulele divizorului incepe calculul restului impartirii la polinomul generator.
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Dupa cele k tacte, pozitia comutatorului se inverseaza astfel incat la iesgire se vor copia
bitii restului calculati in celulele divizorului, adica cei m biti de control.

Schema codorului este o varianta a celei prezentate la curs. Justificarea calculului
restului se poate face prin considerarea circuitului ca un circuit cu celule de intarziere ca
in figura 7.2: Aplicind transformata Z, putem scrie ca circuitul calculeaza succesiv:

Yn—(%) Yn(z)

L A T

Figura 7.2: Celula de intarziere (memorare de 1 bit)

Y(2) = X(2) + 2 gm1Y(2) + Yo_1(2)] (7.10)

- Y(2) = X(2)+ 2 gmaY(2) + 27,1 (2) (7.11)
Y(2) = X(2) + 2 g1 Y (2) + 27 2gm_2Y (2) + 272, _o(2) (7.12)

Y(2) =X (2)+ 2 gma1 Y (2) + ...+ 27™g Y (2) (7.13)

Y(2) = X(2) 4+ 27 gt + .+ 27g0) - Y (2) (7.14)

R e ek L

7.3 Detectia erorilor cu circuite de divizare

Decodorul pentru detectia erorilor este eficient pentru detectia pachetelor de erori de
lungime maxima m.

Se introduc toti bitii cuvantului receptionat. Dupa n tacte, in circuitul de divizare se
va afla restul impartirii polinomului cuvantului la polinomul generator g(x), din consider-
entele aratate mai sus. Daca acest rest este 0, iesirea portii SAU-NU este 1, deci cuvantul
receptionat este corect. lesgirea portii se pozitioneaza pe 0 cand in cuvantul receptionat
s-au introdus erori, indiferent de pozitia acestora.

7.4 Corectia erorilor cu circuite de divizare

Decodorul cu corectia erorilor este format dintr-un registru de deplasare in inel, de
lungime n, 3 porti logice SI, un circuit de divizare cu m celule si un multiplexor.
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Registrul de deplasare are rolul de a stoca cei n biti receptionati, necesari pentru
efectuarea corectiei. MUX-ul este deschis pe perioada primelor n tacte si in registrul de
divizare se vor stoca bitii cuvantului receptionat.

Pe perioada urmatoarelor n tacte se obtine cuvantul corectat. Bitul de iegire se va
calcula ca suma modulo 2 dintre bitul corespunzator din cuvantul receptionat (stocat in
pozitia cea mai putin semnificativa din registru) si un bit care are valoarea 1 numai cand
acest bit din cuvantul receptionat este eronat. Deci momentul cant bitul eronat a ajuns
in celula cea mai putin semnificativa din registru este identificat cu ajutorul unui detector
al starii circuitului de divizare.

In ultimele n tacte MUX-ul permite inscrierea in celula cea mai semnificativa din
registru a iegirii, deci continutul registrului este rotit de la dreapta la stanga in inel.

Decodorul poate corecta o eroare indiferent de pozitia acesteia.

7.5 Exercitii

1. Fie polinomul de informatie i(x) = ig+ 412 +i92% +i3x® +i42? si polinomul generator
g(z) = 1+ + 3. Construiti schema codorului cu circuite de divizare particularizat
pentru acest polinom generator. Calculati apoi teoretic restul impartirii si iterati
apoi schema realizata pentru a verifica corectitudinea ei, introducand succesiv sim-
bolurile de informatie.

2. Folosind programul HAMM. EXE, realizati:

(a) pentru polinomul generator g(z) = 1+ z + 23 stabiliti simbolurile de con-
trol pentru doua polinoame de informatie, notindu-se tabelul evolutiei starilor
celulelor circuitului de divizare.

(b) comparati rezultatele obtinute cu valorile teoretice.

(c) folosind decodorul cu circuit de divizare pentru detectia erorilor, decodati cu-
vintele obtinute la punctul anterior. Notati tabelul evolutiei starilor celulelor
circuitului de divizare.

(d) folositi acum decodorul cu circuit de divizare pentru corectia erorilor. Notati
tabelul evolutiei starilor celulelor circuitului de divizare.

(e) realizati subpunctele anterioare pentru aceleasi polinoame de informatie, pen-
tru una, doua si trei erori.

(f) realizati acum subpunctele anterioare pentru polinomul generator g(x) = 1 +
z + 2.

3. Ce contin celulele codorului cu circuit de divizare dupa primele k tacte ?

4. Care este numarul maxim de erori detectate de decodorul cu circuit de divizare cu
detectia erorilor ?
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Coduri pentru canale cu perturbatii
ITT (coduri ciclice)

8.1 Notiuni introductive

Restul impartirii polinomului de informatie la polinomul generator g(x) se poate cal-
cula cu ajutorul unui registru de deplasare cu reactie. Codul astfel obtinut este, ca gi in
cazul codorului cu celule de divizare, un cod sistematic.

8.2 Codor cu registru de deplasare cu reactie

Registrul de deplasare este format din m = n — k celule cu conexiunile conform
polinomului generator:

9(z) = go+ 1z + g2 + ... + g™ (8.1)

Starea initiala a celulelor este nula. Conform figurii 8.1, notind cu ’ starea urmatoare,
putem exprima starea urmatoare a celulelor registrului astfel:

co =
c = C2
(8.2)
A
Cm—2 - Cm—1
A
Cm—1 = GoCo + Ggict + ... +  Gm-1Cm-1
Daca notam starea curenta a registrului cu:
Co
a1
S = , (8.3)
Cm—1

45
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m-1 m-2 1

m-1 m-2 m-3 1

ouT

Figura 8.1: Codor cu registru de deplasare cu reactie

starea urmatoare a registrului cu:

Co
Sl — &1
Cm—ll
si cu T' matricea:
0O 1 0 0 0
0O 0 1 0 0
o o0 0 ... 0 1
go N g2 Im—2 Gm—1

atunci starea urmatoare se exprima functie de starea curenta astfel:

S'=T-8
Fie notatia:
0
U= 0
1

cu m elemente. Iata cum evolueaza circuitul:

CODURI PENTRU CANALE CU PERTURBATII III (CODURI CICLICE)

(8.4)

(8.5)

(8.6)

(8.7)

e comutatorul se gaseste pe pozitia 1 si se introduc cele k simboluri de informatie

Qp_1,--.,0,_) care apar gi la iesire:
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tact starea registrului

1 an_lU

2 an—lTU + an—ZU

k 1 TFU + @y oTF U + ..+ ap_ U

e comutatorul trece in pozitia 2, la intrarea in registru se obtine dupa fiecare deplasare
simbolul 0. Celulele registrului vor contine coeficientii restului (bitii de control) care
vor fi transmisi la iegire:

tact starea registrului
k+1 1 TF U + a,_oTFU + ...+ ap_ 1 TU + ayy_p_1U

n-1 A1 T YU + o T" 72U + ...+ ayTU + apU

unde a,_p_1,...,aq sunt simbolurile de control. Circuitul revine dupa n tacte in
starea initiala adica 0.

Daca scriem relatia matricial, avem:
UTUT?U ... T"2UT" U] - Jagay ... an_1)" =0 (8.8)

adica
H- v =0, (8.9)

unde H = [U TU T?U ... T" 72U T™ 'U] este matricea de control §i v = [ag a1 ... ap_1]
este vectorul de cod.

8.3 Decodor cu registru de deplasare cu reactie

Decodorul este format dintr-un registru de memorare RM, doua decodoare identice
DC'1 si DC?2 cu registru de deplasare cu reactie care functioneaza in tandem si o poarta
SAU. Schema decodorului apare in figura 8.2.

Functionarea se desfagoara in doua etape:

e comutatorul se afla pe pozitia 1 si in primele n tacte cuvantul receptionat v’ =
l[ag" ... a,_1'] este pe de o parte Inmagazinat in registrul de memorare RM iar pe
de alta parte este incarcat in decodorul DC1. Dupa cele n tacte DC'1 va contine
corectorul corespunzator cuvantului receptionat:

Y =H v =a/U+a)/TU + ... +a, /T U (8.10)

e comutatorul se pune in pozitia 2 si iegirea se obtine insumind modulo 2 bitul din
celula cea mai putin semnificativa a registrului de memorare RM cu un bit (calculat
pe baza corectorului) care are valoarea 1 daca bitul corespunzator ca pozitie din
cuvantul receptionat este eronat.
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IN
M My - My, -~
RM KJ%UT
3 e
; DETECTOR DE ERORI m—
3 [ 1 ) ) |
L . . DC1!
[ m-1 “m-2 “1 ‘o 3
9 m-1 gm-2 gm-S gl J 0
. SUMATOR —
T
K
\ 2
} DC2!

Figura 8.2: Decodor cu registru de deplasare cu reactie

Decodorul DC2 executa acelagi ciclu de n 4+ n tacte dar in opozitie fata de DC'1:
cand DC'1 calculeaza corectorul cuvantului receptionat care tocmai intra in RM, DC?2
efectueaza operatia de corectie asupra cuvantului receptionat anterior care iese din RM,
respectiv invers. Operatia de decodare decurge astfel in flux continuu.

Decodorul poate corecta o eroare indiferent de pozitia acesteia.

8.4 Exercitii

1. Folosind programul HAMM.EXE, realizati:

(a) pentru polinomul generator g(x) = 1+ x + 2® se stabilesc simbolurile de con-
trol pentru doua polinoame de informatie, notindu-se tabelul evolutiei starilor
celulelor registrului de deplasare cu reactie.

(b) se compara valorile obtinute cu rezultatele teoretice.

(c) se decodeaza cuvintul obtinut. Se noteaza tabelul evolutiei starilor celulelor
registrului de deplasare cu reactie.
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(d) serepeta puncul anterior pentru o eroare, doua si trei erori, indiferent de pozitia
acestora.

(e) se repetd punctele anterioare pentru polinomul generator g(r) = 1+ z + .

De ce, atunci cand comutatorul K este in pozitia 2 la codorul cu registru de deplasare
cu reactie, intrarea in registru este 0 7

Cand este 1 bitul de corectie generat de detectorul de erori al decodorului cu registru
de deplasare cu reactie pentru corectia erorilor ?

Cum actioneaza circuitele de corectie atunci cand in cuvantul receptionat sunt doua
sau mai multe erori ?



Laborator 9

Transformata Fourier Rapida

9.1 Notiuni introductive

Transformata Fourier discreta (FFT) determina spectrul egsantionat al transformatei
Fourier integrale.

Fie un semnal esantionat {x(n) | n = 0, N — 1} de lungime N. Transformata Fourier
discretd realizeaza trecerea de la secventa z(n) la secventa {X (k) | k = 0, N — 1}, de
aceeasi lungime:

N—
Z eIF . k=0,N—1 (9.1)

Conform ecuatiei 9.1, ordinul timpului este in O(N?). Este necesara efectuarea unui
numar de N? inmultiri complexe, pe un set de date de lungime N.

Algoritmul FFT (Fast Fourier Transform) are doua variante, cu decimare in timp si
cu decimare in frecventa. Acest algortim, realizat de Cooley si Tokey (1965), are ordinul
timpului in O(N - logaN), pentru N putere a lui 2.

9.2 Algoritmul FFT cu decimare in timp

Se exprima spectrul esantionat separat in functie de secventa para respectiv cea impara
a semnalului:

N_1 41
2
X(k) = 3 z@n)w?" + Z (2n + 1)wh® Y (9.2)
n=0
unde avem:
wa" = e IR — qpkp (9.3)
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si atunci relatia se scrie:

N_q N_q
2 2
X(k)= > z(2n)wk + | Y 2@2n+ D] - wh = Xpar (k) + 0y - Ximpar (k) (9.4)
n=0 2 n=0 2
Xpav"(k) Ximpar'(k)

Cu X,qr (k) am notat transformata Fourier discreta a esantioanelor pare ale secventei (n)
iar cu Xjmper (k) transformata Fourier discreta a esantioanelor impare ale secventei z(n).
Secventa FFT are proprietatea ca este simetrica fata de mijlocul secventei, astfel incat

pentru k = 0, % — 1 avem:

Xpar(k+ 5) = Xpar (k)

. 9.5
w;@V‘f‘ 2. Ximpar(k + %) = _wllif ’ Ximpm"(k) ( )

Atunci pentru secventa de esantioane z(n), cu n = 0, N — 1 secventa FFT asociata pentru

l{::(),%—leste:

X (k) = par(k) + w?\/ ) Ximmr(k> (9 6)
Xk+5) = Xpar(k) — wh - Ximpar (k ‘

X =(— X(K)

X —(+)—= X(k+N/2
impar Wk 1 ( :

N
Figura 9.1: Celula fluture (butterfly) de calcul FFT

Structura unei celule pentru calculul coeficientilor secventei FFT este prezentata in
figura 9.1.

Configuratia pentru calculul transformatei Fourier rapide este prezentata in figura 9.2.
Cu linie ingrogata s-au reprezentat arcele caracterizate de ponderi diferite de 1.

9.3 Algoritmul FFT cu decimare in frecventa

Se dezvolta termenii pari respectiv cei impari ai transformatei Fourier discrete:

N-1 77! ! N okmn+d)
X(2k) =" z)wiF = Y z(n)wyt+ Y x(n+ 5)10]\, B (9.7)
n=0 n=0 n=0



52 LABORATOR 9. TRANSFORMATA FOURIER RAPIDA

x(0) X(0)
x(4) X(1)
X(2) X(2)
X(6) X(3)
x(1) X(4)
X(5) X(5)

X(3) X(6)

x(7) X(7)

Figura 9.2: Structura pentru calculul FFT cu decimare in timp la o secventa de 8
esantioane

N N
N1 N_g

X(2k) = Z_jo x(n)w’g + ZO z(n + g)wk%” (9.8)

unde, dacd notdm cu inf x(n) secventa primelor § esantioane si cu sup x(n) secventa
ultimelor % esantioane ale secventei initiale, obtinem:

X(2k) = X{inf z(n)} + X{sup z(n)} (9.9)
Procedind analog pentru X (2k + 1), obtinem:
X©2k+1)=X{inf z(n) - wy} — X{sup x(n) - wy } (9.10)

_ 0N
pentru k =0, 5 — 1.

9.4 Exercitii

1. Realizati programul MATLAB pentru calculul transformatei Fourier rapide cu deci-
mare in timp. Considerati o secventa de date. Completati cu zerouri, daca este
cazul, pentru ca lungimea sa fie putere a lui 2. Comparati rezultatul obtinut cu
rezultatul dat de functia MATLAB fft(x). Ce observati 7
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Figura 9.3: Structura pentru calculul FFT cu decimare in frecventa la o secventa de 8
esantioane

X(0)
X(4)
X(2)
X(6)
X(1)
X(5)

X(3)

] M I

X(7)

2. Realizati algoritmul pentru calculul transformatei Fourier discrete cu decimare in
frecventa. Comparati cu rezultatele obtinute cu cele anterioare.
3. Pentru semnalul:
s(t) =4-sin(2r-50-t) 4+ 2 - sin(2r - 100 - t) 4+ 6 - sin(2m - 350 - ), (9.11)
reprezentati in acelagi grafic (comanda subplot) semnalul si spectrul de frecvent
asociat. Vectorul frecventelor va fi construit astfel:

f=[0:N/2] *fe/N

unde fe este frecventa de esantionare si N lungimea secventei. Justificati alegerea
considerata pentru vectorul frecventelor. Amplitudinea semnalului va fi calculata
astfel:

Xt=fft(x);
Xm=abs (Xt) ;
X=Xm(1,1:N/2+1)/(N/2);

4. Cum este spectrul de frecventa al unui semnal discret ? Dar al unui semnal discret
si periodic ?
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