Lucrarea 8

Transformari unitare

BREVIAR TEORETIC

Transformarile reprezinta o categorie de prelucrari ce include operatii de tip
integral, la calculul noii valori a unui pixel al imaginii transformate con-
tribuind valorile tuturor pixelilor din imaginea originala.

Termenul de transformare se refera la o clasa de matrici unitare folosite
pentru a reprezenta imagini. O matrice A de dimensiune N X N este unitara
daci inversa ei este matricea A*7:

A AT =A AT AT A=Ty (8.1)
unde * reprezinta operatia de complementare in multimea numerelor
complexe, T reprezinta operatia de transpunere a unei matrici, iar Iy este

matricea identitate de dimensiune N x N:

100 0
010 0

|00 0 82)
000 .1

Pentru un vector uni-dimensional u de dimensiune N, de forma:

[u(0),u(1),...,u(N — 1)]" (8.3)

e
|
|

| u(N - 1) |

se numeste transformare unitara directa relatia:
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N-1
v(k) =Y a(k,n)-u(n), 0<k<N-1 (8.4)

n=0

unde v(k) reprezinta elementele vectorului transformat v, iar a(k,n) sint
elementele matricii A. Matricial aceasta relatie se poate scrie astfel:
Transormarea unitara inversa este data de relatia:

N—
u(n) = v(k)-a*(k,n), 0<n<N-1 (8.6)
k=0

—_

care se scrie matricial astfel:

uw=A"T .y (8.7)

Valorile vectorului v sunt o reprezentare a vectorului initial u, Intr-un alt
spatiu. O astfel de reprezentare este utila in filtrare, compresie, extragere
de trasaturi sau alte tipuri de analiza a imaginilor.

8.1 Transformari unitare bidimensionale

Pentru o imagine u(m,n), de dimensiune N x N, transformarea directa are
urmatoarea forma:

N—-1N-1
o(k,) =Y > ulm,n)-agi(m,n), 0<kI<N-1 (8.8)

m=0 n=0

iar transformarea inversa:

=
=

—1
u(m,n) = v(k,l) - ap,(m,n), 0<mn<N-1 (8.9)
0 k=0

B
Il
b
Il

unde coeficientii {ay;(m,n)} poarta numele de transformare unitara
bidimensionala, si reprezinta un set de matrici de baza ortonormale, iar
v(k,l) reprezinta transformata imaginii u(m,n).

Aceste matrici de baza respectd conditia de ortonormalitate:

N-1N-1
* _ / n o 1, k:k/&l:l,,
2_:0 2_:0 ag(m,n) - ap p(m,n) =0k =k, 1-1") = { 0. in rest.
(8.10)

pentru Vk, .
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O transformare ca cea datd de relatia (8.8) este caracterizati de N4
coeficienti ag;(m,n). Pentru calculul unui singur element v(k,l) (k si !
fixati) este nevoie de un numar de N 2 inmultiri. Prin urmare complexitatea
intregului calcul este O(N*). Complexitatea poate fi redusi la O(N?3) daca
transformarea este separabila.

O transformare este separabila, daca elementele ay ;(m, n) ce o definesc,
pot fi scrise ca produs de alte doua elemente, grupate dupa perechi de indici,
astfel:

agi(m,n) = ar(m) - by(n) = a(k,m) - b(l,n) (8.11)
unde, matricile A = {a(k,m)} si B = {b(I,n)} trebuie sa fie la randul

lor unitare, adica:

A- AT AT A=Ty (8.12)

B-BT=pT.B=1Iy (8.13)

Daca transformarea este separabila, atunci relatiile (8.8) si (8.9) devin:

N—-1N-1

(B, 1) = > > a(k,m) - u(m,n) - b(l, n) (8.14)
m=0 n=0
N—-1N-1

u(m,n) =Y > a*(k,m)-v(k,1) - b*(l,n) (8.15)
k=0 k=0

care pot fi scrise matricial astfel:

V=A-U BT (8.16)

U=A7T.v.B* (8.17)

unde U = {u(m,n)} reprezinta imaginea originala, iar V' = {v(k,l)}
reprezinta imaginea transformata.

In practica se folosesc numai transformari separabile, pentru care, in
plus, se alege B = A. In acest caz, vom avea o singura matrice A, unitara,
care definegte transfomarea, iar relatiile (8.14) si (8.15) devin:

N-1N-1
Z a(k,m) -u(m,n) - a(l,n) (8.18)
m=0 n=0
N-1N-1

D a ok, 1) - a*(l,n) (8.19)
k=0 k=0

/'\??‘

Matricial, relatiile (8.16) si (8.17) se scriu dupa cum urmeaza:
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V=AU AT (8.20)

U=AT.v.A (8.21)

8.1.1 Proprietatile transformarilor unitare

In continuare vor fi prezentate cateva din proprietatile transformarilor unitare.

e O transformare unitara conserva energia semnalului. Aceastd propri-
etate o vom demonstra pentru cazul unei transforméari unitare uni-
dimensionale, pentru simplitate, desi este perfect valabila si in cazul
unei transformari bidimensionale. Fie u un semnal discret uni-dimensi-
onal, format din NV egantioane, si o transformare unitara data de ma-
tricea A. Relatiile de transformare vor fi:

v=A-u

u=A"T .y
Energia semnalului u este data de norma la patrat a spatiului in care
este reprezentat semnalul:

E, = ”2”2 — Q*T'Q _ (Ag)*TAy — 2>'<T/1>1<T/12 _ H*T'Q: ”QH2 = FE,

(8.22)
In general transformarea se alege astfel incat energia sa fie inegal dis-
tribuita in spatiul transformatei, chiar daca ea era uniform distribuita
in spatiul original.

e Entropia unui semnal discret cu valori aleatoare se conserva printr-
o transformare unitara. Dar entropia este o masura a cantitatii de
informatie, ceea ce iInseamna ca o transformare unitara pastreaza infor-
matia continuta in semnal.

e Coeficientii in spatiul transformatei sunt decorelati sau aproape decore-
lati. Transformata optima care compacteaza maximum de energie intr-
un numar dat de coeficienti si care in acelasi timp decoreleaza complet
acesti coeficienti, este transformarea Karhunen-Loeve.

8.2 Transformata Fourier discreta

8.2.1 Transformata Fourier unidimensionala

Pentru un semnal unidimensional, u, de dimensiune N, de forma:
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w = [u(0),u(1),...,u(N —1)]" (8.23)
transformarea Fourier directa este data de relatia:

N-1
2mwjkn

v(k) =Y u(m)-e ¥ VE=0.N-1 (8.24)
n=0

iar transformarea Fourieri inversa de relatia:

N—
Z v(k) - e Vn=0.N -1 (8.25)
k 0

,_.

Astfel definita, transformarea Fourier nu este unitard. Urmaétoarele
relatii definesc transformarea Fourier unitara, directa si inversa:

N-1
]. 2mjkn

v(k) = — un)-e- N Vk=0.N-1 (8.26)

v &

N—1
um) = —— S u(k) T V= 0N -1 (8.27)

VN &
Daca definim matricea F' = {f(k,n)} a transformarii, avand elementele:

1 _ 27jkn

fk,n)=—=e ¥  kn=0.N-1 (8.28)

VN

atunci transformarea Fourier se poate scrie matricial astfel:

v=F-u (8.29)

=F* .y (8.30)

1S

cu observatia ci matricea F are urmitoarea proprietate: F = FT.
Pentru calculul transformatei Fourier discrete, exista algoritmi rapizi
(FFT!) care reduc complezitatea calculelor de la O(N?) la O(NlogN).

8.2.2 Transformarea Fourier bidimensionala

Pentru o imagine U = {u(m, n)}m n=0.N—1, de dimensiune N x N, imaginea
transformata V' = {v(k,l)}r1=0.n—1 se calculeaza cu relatia urmatoare, ce
reprezinta transformarea Fourier in ipoteza separabilitatii:

1 — — ) (Em-+In
= 30> ulmym) e TR (8.31)

Fast Fourier Transform
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iar transformarea Fourier inversa este data de formula:

N-1N- 2 km+in)
m, ZZ (k1) - R (8.32)

k:: 1=0
Daca folosim matricea F' definita cu relatia (8.28), atunci matricial se
poate scrie:

V=F.-U-F (8.33)
U=F".V.F* (8.34)

8.3 Transformata cosinus discreta

Transformata cosinus este o transformatd unitard separabild, definita de
matricea C' = {c(k,n)}, ale carei elemente sunt date de relatia:

. k=0,0<n<N-1
. 8.35
( ) /%003(2”;]\17)”k7 1<k<N-10<n<N-1 ( )

Transformata cosinus, directd si inversa, pentru un semnal unidimen-
sional, este data de relatiile:

N-1
v(k) = a(k) nz:% u(n)cosw, 0<k<N-1 (8.36)
N—-1
u(n) = nz:;) a(k:)v(k‘)cosw, 0<n<N-1 (8.37)

:\/%, a(k):\/%, 1<k<N-1 (8.38)

Transformarea cosinus bidimensionala, directa si inversa, este data de
urmatoarele doua relatii, scrise matricial:

Vv=c-U-cT (8.39)

v=ct.v.c (8.40)

deoarece matricea C' are proprietatea ca C = C*, elementele sale fiind
numere reale.

Observatie: transformarea cosinus nu este partea reala a transformarii
Fourier.
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8.4 Transformata sinus discreta

Transformata sinus este o transformata unitara separabila, definitd de ma-
tricea S = {s(k,n)}, ale carei elemente sunt date de relatia:

/ k‘—i—l + )7
< < — .
s(k,n) +1 N+1 , 0<kn<N-1 (8.41)

Relatiile ce definesc transformarea sinus unidimensionala, directa si in-
versa, sunt urmatoarele:

N-1
2 (D1
=5 2 ulwsi +;?r)ﬂ,0§k§N—l (8.42)

2

N-1
2 e+ )(n+1
=\ 77 2 ks +£$r)ﬂ,0§n§N—l (8.43)
k=0

Transformarea sinus bidimensionala, directa si inversa, se scrie matricial
astfel:

2

V=S5U-S (8.44)

U=S-V-S (8.45)

deoarece matricea S are proprietatea ca S = S* = ST = 51
Observatie: Transformarea sinus nu este partea imaginara a transformérii
Fourier.

DESFASURAREA LUCRARII

Problema 1. Pentru o imagine de dimensiune N x N, adica patrata,
observati imaginea transformata obtinutda cu ajutorul transformatei cosi-
nus bidimensionald (functia transformata cosinus discreta din meniul
Algoritmi). Codul acestei functii este prezentat in continuare:

void ImageViewer :: transformata_cosinus_discreta( void )
{

int w, h;

int i, j, k;

double pi = 3.1415926;

w = image.width(Q);
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h = image.height();

if( w=="h)
{

int N = w;

double max = 0;

double C[L N J[ N ];
//matricea transformarii cosinus

int UL N IO N I3
//matricea imaginii in spatiul original

double V[ N J[ N 1;
//matricea imaginii in spatiul transformatei

double AUX[L N JL N 1;

//formarea matricei C a transformarii cosinus discreta
for( i =0; i < N; i++)
CLollil=1./sqrt( N );

for( i =1; i < N; i++ )
for( j = 0; j < N; j++ )
{
Clill[j] =sqrt( 2./N ) *
cos(pix (2%j + 1) *xi/ (2xN) );

ifCCL i1l j ] > max)
max = CL i ][ j J1;

//formarea matricei U
for( i =0; i < N; i++ )
for( j = 0; j < N; j++ )
UL i1l j ] = qRed( image.pixel( i, j ));

//V = CxUxCt
//mai intii vom calcula AUX = C *x U
for( i =0; i < N; i++ )
for( j =0; j < N; j++ )
{
AUX[L i J[L j 1 =0;
for( k = 0; k < N; k++ )
AUXL i J[j1+=cClillk]1*xULkI[]I;



8.4. TRANSFORMATA SINUS DISCRETA 67

//apoi V = AUX * Ct

max = 0;

for( i =0; 1 < N; i++ )
for( j = 0; j < N; j++ )

{
VLil[j]l=o0;
for( k = 0; k < N; k++ )
VLil[j1+=AUX[1illk]=*xcCljIlk1;
ifCVL i1l j ] > max)
max = V[ i 1[ j J1;
}

QImage transf( N, N, 32, 0, QImage::IgnoreEndian );

for( i =0; 1 < N; i++ )
for( j = 0; j < N; j++ )
{
int niv = (@nt)( V[ i J[ j ] * 255 / max );
transf.setPixel( i, j, qRgb( niv, niv, niv ) );

image = transf;
pm = image;
update();

Problema 2. Implementati transformarea sinus bidimensionala.

Problema 3. Implementati transformarea Fourier bidimensionala (nu-
mai partea reald, care reprezinta spectrul de frecvente spatiale al imaginii).

Problema 4. Verificati proprietatea de conservare a energiei pentru una

din transformari.
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