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Capitolul 1

Cuvant inainte

In cadrul cursului de Teoria Transmisiunii Informatiei II, capitolelor destinate studiului
semnalelor aleatoare gi prelucrarii lor cu ajutorul sistemelor liniare li se acorda un rol din
ce in ce mai important. In toate sistemele de transmitere a informatiei, atdt componenta
utila, cat si perturbatiile au o natura probabilistica, care se poate modela matematic
prin variabile si procese aleatoare, ceea ce face ca studiul acestora sa prezinte un interes
aparte. Dificultatile acestui studiu, pentru o formatie inginereasca, pot fi in mare masura
depasite prin alegerea unui material aplicativ potrivit, ceea ce isi si propune culegerea de
probleme de fata.

Urmarind indeaproape cursul si gradand dificultatea aplicatiilor, culegerea acopera prima
parte a cursului de Teoria Transmisiunii Informatiei II. Fiecare dintre cele 9 capitole are
un scurt breviar teoretic, cadteva probleme rezolvate si probleme propuse. Sunt pre-
vazute capitole privind: momentele variabilelor aleatoare continue si discrete, functiile
de variabild aleatoare, caracterizarea statisticd a unei perechi de variabile aleatoare (cu
lamurirea notiunilor de independenta statistica si necorelare a doua variabile aleatoare).
Sunt in continuare capitole consacrate proceselor aleatoare, momentelor statistice si medi-
ilor lor temporale, facandu-se distinctia intre diferite categorii de procese aleatoare (pur
aleator, proces Markov, proces stationar, proces ergodic). FEste de asemenea tratatd
extinderea analizei Fourier la procese aleatoare prin teorema Wiener-Hincin si trecerea
semnalelor aleatoare prin sisteme liniare. Ultimul capitol al culegerii este dedicat spatiilor
de reprezentare a semnalelor.

Autorii au avut in vedere o abordare pragmatica si sintetica a tematicii, incercand sa
puna la dispozitia studentilor sectiei de comunicatii un material didactic util pentru
insusirea cunostintelor de baza privind procesele aleatoare, care sa constituie un punct
de plecare pentru un studiu mai aprofundat si rafinat al acestui subiect.



Capitolul 2

Variabile aleatoare cu valori continue

O variabila aleatoare este o functie ce asociaza un numar real realizarii unui eveniment;
daca Q este multimea evenimentelor elementare, 2 = {w;, wo, ...,w, } atunci avem

£:0— R, &(wy) == (2.1)

Un exemplu de variabila aleatoare este valoarea rezistentei unui rezistor; acest numar real
este asociat evenimentului de alegere a unui rezistor de pe fluxul de fabricatie; o realizare
particulara a acestei variabile aleatoare inseamna masurarea unui anumit rezistor deja
ales.

2.1 Functia de repartitie a variabilelor aleatoare

Fie o variabila aleatoare ¢ ale carei valori observate sunt numere reale. Valoarea functiei

de repartitie F¢(z) este definitd ca probabilitatea evenimentului ca valoarea unei realizéri
¥ '3

particulare a variabilei aleatoare £ sa fie mai mica decét x:

Fe(x) = P{¢ <a}. (2.2)

Fiind definite ca probabilitati, valorile functiei de repartitie vor fi, evident, numere reale
din intervalul [0; 1], deci:
0 < Fe(x) < 1. (2.3)

Valorile extreme ale functiei de repartitie se obtin pentru valori particulare ale lui x.
Daca r = —o0, atunci
Fe(~o0) = P{¢ < o0} =0, (2.4)

(deoarece nici o valoare reald, aga cum este &, nu poate fi mai mici decat —oo). Daca
xr = 00, atunci:

Fy(o00) = P{€ < o0} = 1, (2.5)

(deoarece orice valoare reald este mai mica decat o).



In plus, dacd avem x; < o doud valori reale oarecari, atunci Fg(z;) < Fi(z2), si deci
functia de repartitie a unei variabile aleatoare este o functie crescatoare, sau cel putin
nedescrescatoare:

Intr-adevir, Fe(zq) = P{¢ < 29} = P{E < 11} + P{ry < € < w3} > P{¢ < m1}.

Se poate demonstra usor ca:

P(a < € < b) = Fe(b) — Fy(a). (2.7)

2.2 Functia de densitate de probabilitate a variabi-
lelor aleatoare

Functia de densitate de probabilitate este derivata functiei de repartitie:

dFe(z)

fe(x) = - (2.8)

Fiind derivata unei functii crescatoare (2.6), functia de densitate de probabilitate va avea
intotdeauna valori pozitive:

fe(z) = 0. (2.9)

Din definitia (2.8) rezulta cd putem scrie functia de repartitie ca primitiva a functiei de
densitate de probabilitate:

Fg(l‘): /fg(t)dt. (2.10)

Acesta formuld poate fi particularizata pentru diferite valori ale lui z; pentru x = oo, se
obtine:

/ fe()dt =1, (2.11)

numitd conditia de normare a functiei de densitate de probabilitate (geometric, acesta
conditie se interpreteaza prin aceea ca aria subgraficului functiei de densitate de proba-
bilitate trebuie sa fie unitara).

Conditiile esentiale ce trebuiesc verificate pentru orice functie ce este o densitate de
probabilitate sunt (2.9) si (2.11).

2.3 Momente statistice centrate si necentrate

Fie ¢ o variabild aleatoare a cirei functie de densitate de probabilitate este f¢(x). Pe baza
acesteia se pot defini momentele statistice [necentrate] ale variabilei aleatoare. Momentul



statistic [necentrat] de ordin k este:

[e.9]

mék) =my = / o" fe(x)d. (2.12)

—00

Cazurile particulare de maxim interes sunt momentele de ordinul 1 (media statistica a
variabilei aleatoare) si de ordinul 2 (media patratica a variabilei aleatoare):

£ = mél) =my = / z fe(z)dx, (2.13)

e = m?) =my = / 2’ fe(z)dx. (2.14)

—00

Momentul statistic centrat de ordinul k£ al variabilei aleatoare £ este:

MO =M= [ m)fi@ds = [ (@ - O flo)de. (2.15)

Cazul particular cel mai utilizat este momentul statistic centrat de ordinul 2, numit
varianta variabilei aleatoare:

e}

o? = Mg) =M, = /(:E — &) fe(w)d. (2.16)

—00

Radacina de ordinul 2 a variantei se numeste deviatie standard:

o =+/Ms. (2.17)

2.4 Probleme rezolvate

Exemplul 2.1 Sa se determine functia de densitate de probabilitate, functia de repar-
titie, media, media patratica st varianta unei variabile aleatoare &, distribuite uniform in
intervalul [a;b|.

Rezolvare: O distributie uniforma este definita de faptul ca orice valoare din intervalul
posibil (deci [a;b] in acest caz) este echiprobabild. Valorile din afara intervalului de
definitie [a;b] sunt imposibile, deci de probabilitate nuld. Acesta inseamna ca functia
de densitate de probabilitate este constanta pe intervalul pe care variabila aleatoare ia
valori si nula in rest. Deci:

k, daca x € [a;b],
0, in rest.

Jia) = {



Acesta functie trebuie sa verifice cele doua conditii fundamentale ale unei densitati de
probabilitate: sa fie pozitiva (2.9) si sa aiba aria subgraficului unitara (2.11). Atunci

si
1
b—a’

o] b
/fg(t)dt:/kdt:k:(b—a):1:>k:

Odata determinata functia de densitate de probabilitate, al carei grafic este reprezentat
in figura, se poate determina functia de repartitie, dupa formula (2.10):

; T
| 0dt, dacd = < a
Fi(z) = / fe(t)dt = 3 [ kdt = k(z — a) = £=2, daca z € [a; 1]

[ kdt =k(b—a)=1, dacd = > b.

Graficul acestei functii este reprezentat in figura 2.1; se remarca ca verifica proprietatile
generale ale functiilor de repartitie: functia este crescédtoare, Fg(—00) = 0 si F¢(o0) = 1.

1 T T T T

0.8 _

0.6 .

0.4 i

Fig. 2.1: Functia de repartitie a unei variabile aleatoare distribuite uniform (cu a=2 si
b=6)

Determinarea mediei se face dupa definitia (2.13), ca moment statistic necentrat de or-
dinul 1:

o) b
- T 1 ¥¥»—a® b+a
= dr = | ——dp = ——— 2% |0 = = .
3 /mff(x) v /b—a YT - |* T 2—a) 2

Determinarea mediei patratice se face dupa definitia (2.14), ca moment statistic necentrat
de ordinul 2:

o) b
— 2 1 ¥ —a® b +ab+a?
2= [ 2%fe(2)d :/ T e = = = :
/xfﬁ(x) T b —a™ T 30— |* 30b—a) 3




Determinarea variantei se face dupa definitia (2.16), ca moment statistic centrat de or-
dinul 2:

00 b
_ aiby2
= [w-trnwi= [ -
b—a
[ / (b+ a) (a+b)? /

x x a a
_/b—adm_/ib—a dm++74(b_a)/dm—
1 s bta (et
T ML T i (e
_b2+ab—|—a2_(b—l—a)2+(b—|—a)2_(b—a)2
B 3 2 4 12

Exemplul 2.2 Sa se verifice ca functia Gaussiana (”clopotul lui Gauss”) este o functie
de densitate de probabilitate si sa se calculeze media §i varianta vartabiler aleatoare a
carei distributie este data de aceasta functie.

Rezolvare: Functia ”clopotul lui Gauss” este data de

1 _(z—p 2

vV 2mo?

(reprezentata in figura 2.2 pentru un caz particular).

012 T T T T T T
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Fig. 2.2: Functie de densitate de probabilitate normala (Gaussiand) de medie 2 si varianta
12.5

Vom demonstra ci media este y si varianta este 02, dar, mai intai, vom verifica conditiile
pe necesare pentru ca f(z) sa fie densitate de probabilitate: si fie pozitiva (2.9) si sa
verifice conditia de normare (2.11). Intrucét functia este de tip exponential, valorile sunt



intotdeauna pozitive. Pentru a verifica conditia de normare este necesara efectuarea unui
calcul ajutator, cel al integralei:

I, = / e dur.
Pentru aceasta vom calcula 1,1, adica:
I.1I, = /e‘xzdm/e_yzdy: / /6_(x2+y2)d:cdy,

prin trecerea de la coordonatele carteziene (x,y) (ce variaza intre —oosi 00) la coordo-
natele polare (r, ), date de r = /22 + y? si 0 = arctg(y/z). Aceasta duce la schimbarea
de variabile x = rcosf gi y = rsinf, cu limitele r € [0;00) si 6 € [0;27]. Jacobianul
transformarii de schimbare a variabilelor este:

or Oy :

gz = cos sin 6 )

g 8| = : =rcos’ +rsin’f =r.
% 5 —rsinf@ rcosf

Integrala devine:

oo 27 o0 21
1
Io1, = //e_rzrdrdﬁ = /e""zrdr/dﬁ = —2%56_T2 o =T.
0 0 0 0
Dar cum I, = I, atunci avem c& I, = /7, adica:
/ e dr = V.

Verificarea conditiei de normare a densitatii de probabilitate inseamna calculul integralei:

o0 [e.o] o0

1 (@—m)? 1 (@—m)?
f(z)dx = e 202 dr = e 22 dr.
V2mo? V2mo?

o0

Facem schimbarea de variabila y = \“}—2_—%, si atunci:
a

o)

T R 1 ' 1
/ f(z)dx = N e Y V202dy = NG / e Vdy = ﬁﬁ = 1.
o

—00

Calculul mediei se face dupa definitia (2.13):

o0 o0

E:/mfg(x)da::/m L 6—@2;*;) dr =
2mo?

—0o0 —00

10



o0 [e.o]

_ _ )2 )2

vV 2mo? o?
—0o0 —0Q
1 9 _le—w? |OO N r ,(z—@?d 1 = %)2d
= —o‘e 20 e 20 x| = e 20 T =
V2mo? o TH s V2mo? H-
— 00 — 00

Calculul variantei se face dupa definitia (2.16):

[e.9] [e.9]

:@: /($—E)2f£($)dm:/%e(zzo%)zda::
e =y PR G P
= ; (m—u)e%ﬁrooo—/oo%? dx \/i/ s dﬂ?—
-5 H)2da:—02.

V2mo?

O distributie normald (Gaussiand) de medie p si de variantd o2 se mai noteazi si cu
2

N (p,0%).

|

1/z, dacil —c<z<1+c
0, in rest

termine valoarea constantei ¢ pentru care functia w(zx) poate fi o functie de densitate de
probabilitate, sa se reprezinte grafic i sa se calculeze functia de repartitie asociata.

Exemplul 2.3 Se considerd functia w(z) = . Sa se de-

Rezolvare: Pentru ca functia data sa fie o functie de densitate de probabilitate trebuie
verificate conditiile de pozitivitate si de normare. In plus, trebuie ca intervalul pe care

functia este definita sa existe: 1 —c < 14+c¢c,z >20<4<=1—-c > 03l f w(z)dr = 1.

—o0
00 1+c

Atunci avem ¢ > 0, c < 1si [ w(z)de = [ idz =Inz|[{T$ = In 1 = 1; de aici rezultd
—o0 1—c

ca 1+C =e,sidecic= 21—1 Se verifica astfel ca acesta valoare este pozitiva gi subunitara.

Atunc:1 functia de densitate de probabilitate este:

w(z) = 1/x, dacd —= e+1 <x<%
0, in rest.

Functia de repartitie asociata este data de formula (2.10):

0, daca x < l

Few) = [t = [ dde=ne
2/(e+1)

5 2e_
1, dacd z > =5

— x(e+1) 2 2e_
5/(e+1) = 1D cdacad 57 <o < 55

11



Exemplul 2.4 Sa se determine relatia dintre media, media patratica si varianta unei
variabile aleatoare.

Rezolvare: Se pleacd de la definitia (2.16) a variantei in care se dezvoltd termenul la

patrat si se separd integrala: o? = T(a: — &) fe(w)dr = T(mQ — 2z& + Ez)fg(a:)dx =
= j? 22 fe(z)dx — j? 2x€ fe(x)dx + T E2f§(.’13)d.'17 =

= [ 2?fe(x)dr — 2 f  fe(x d:l:—i—E f fe(z

Dar primul termen al sumei este chiar media patraticd (definita in (2.14)), integrala din
al doilea termen este chiar media (definita in (2.13)), iar integrala din ultimul termen
este 1 (reprezentand conditia de normare a functiei de densitate de probabilitate a unei
variabile aleatoare, (2.11)). Atunci relatia anterioara devine:

5 a2 T3 a2 =2 T3 =2
0P =8 —2UE+E = -2+ = -8 =my—mi. (2.18)
Deci varianta este diferenta dintre media patratica si patratul mediei.

=, daca x € [1;00)
0, in rest

acestd functie este o functie de densitate de probabilitate §i sa se calculeze media si
media patratica a variabilei aleatoare distribite dupa f(x).

Exemplul 2.5 Se considera functia f(x) = Sa se arate ca

Rezolvare: Se observa cd f(x) > 0; mai trebuie deci verificata conditia de normare (2.11).
Aceasta inseamna calculul:

—00 1

Media (2.13) (momentul statistic [necentrat] de ordinul 1) variabilei aleatoare care este
distribuita dupa aceasta densitate de probabilitate este:

/:Ef(x)d:v:/mjd:v:/—dm:lnm]f" = Inoo = 0.
T T
—00 1 1

Media patraticd (2.14) (momentul statistic [necentrat]| de ordinul 2) a variabilei aleatoare
care este distribuita dupa aceasta densitate de probabilitate este:

o0 o0 1 o0
/mzf(m)dm:/xzﬁdx:/ldm:mh’o:oo—l:oo.
—o0 1 1

Calculul arata ca nu exista momente statistice, incepand cu ordinul 1.
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2.5 Probleme propuse

Tema 2.1 Sa se calculeze media, media patratica i varianta variabiler aleatoare 7y, daca
2z, daca 0 < x < 1

functia sa de densitate de probabilitate este w.(x) = { 0, in rest.

Tema 2.2 Sa se calculeze media, media patratica s varianta variabiler aleatoare 7y, daca
|z|, daca |z| <1

functia sa de densitate de probabilitate este w.(z) = { 0, in rest.

Tema 2.3 Sa se calculeze media, media patratica s varianta variabiler aleatoare 7y, daca
1—|1—=z|, daca 0 <z <2

functia sa de densitate de probabilitate este w.(z) = { 0, o rest.

Tema 2.4 Sa se verifice ca functia w(z) este o densitate de probabilitate. Sa se deter-
mine media gi dispersia pentru distributia caracterizata de aceasta (exponentiala nega-
tiva).
w(z) = { e ™ daci x>0
0, in rest.

Tema 2.5 Sa se verifice ca functia w(z) este o densitate de probabilitate. Sa se deter-
mine media gi dispersia pentru distributia caracterizata de aceasta (distributie Rayleigh):

_a?
w(z) = “5e 27, dacd x = 0
0, in rest.

Tema 2.6 Sa se verifice ca functia w(x) este o densitate de probabilitate. Sa se de-

termine media si dispersia pentru distributia caracterizati de aceasta w(zr) = %e’o“‘”‘
(distributie Laplace).
Tema 2.7 Se da functia w(z) = #, Ve € R. Sa se determine constanta k astfel

incdt w(x) sa fie o functie de densitate de probabilitate i si se calculeze functia de repar-
titie asociata. Presupundnd doua variabile aleatoare £ si v independente, caracterizate
de densitatea de probabilitate w(x), sa se calculeze probabilitatea evenimentului {§ < 1 gi

v = 1}

a/ve? —z?, daca |z| <e
0, in rest

constanta a astfel incat functia w(x) sa fie functia de densitate de probabilitate a unei
variabile aleatoare £&. Sa se calculeze functia de repartitie asociatd st sa se calculeze
probabilitatea ca valoarea unei realizari particulare a variabilei aleatoare sa fie cuprinsa
in intervalul [0;e]. Sa se reprezinte grafic functiile determinate.

Tema 2.8 Se considerd functia w(x) = . Sa se determine

, : i i1 ,
Tema 2.9 Se considera functia w(z) = gm’indizstm € [0:1] . Sa se determine con-

stanta a astfel incat functia w(zx) sa fie functia de densitate de probabilitate a unei

13



variabile aleatoare &. Sa se calculeze functia de repartitie asociata si sa se calculeze
probabilitatea ca valoarea unei realizari particulare a variabilei aleatoare sa fie cuprinsa
in intervalul [o; 8]. Sa se reprezinte grafic functiile determinate.

2P, daca v € [—k; k]
0, in rest

stantele k gi p > 0 astfel incat functia w(x) sa fie functia de densitate de probabilitate a
unet variabile aleatoare &; sa se calculeze functia de repartitie asociata.

Tema 2.10 Se considerd functia w(x) = . Sa se determine con-

x 7P, daca x € [1;00)
0, in rest

daca acesta familie de functii pot fi functiile de densitate de probabilitate ale unet variabile
aleatoare si, in caz afirmativ, sa se calculeze momentele statistice necentrate ale variabiles
aleatoare.

Tema 2.11 Se considera functia w(z) = ,p € N. Sa se verifice

Tema 2.12 O variabila aleatoare & distribuita normal N(u,0?) este aproximatd cu o
variabila aleatoare n cu distributie uniforma in [a;b], astfel incdt cele doud variabile
aleatoare au aceeasi medie si aceeasi varianta. Sa se determine valorile a si b, functia de
densitate de probabilitate a lui n, precum st mediile patratice ale variabilelor & sin.

Tema 2.13 Stabiliti care dintre afirmatiile urmatoare sunt adevarate, uneori adevarate,
sau false, justificand decizia facuta:

IS
7anS
[\V]
\Y
o
Ay
N
o

E=0= fe(z) = fe(—2)
- Jelw) = fe(—z) = €=0

(=2}

Tema 2.14 Sa se verifice ca functia w(z) este o densitate de probabilitate. Sa se deter-
mine media si dispersia pentru distributia caracterizata de aceasta,

1 || o

0, in rest.

Tema 2.15 Subgraficul functier de densitate de probabilitate a unet variabile aleatoare
este un triunghi determinat de varfurile de coordonate (0,0), (0,0.4), (0,5). Sa se
calculeze functia de repartitie asociata, media, varianta si media patratica a variabilei
aleatoare.

14



Capitolul 3

Variabile aleatoare cu valori discrete

Se numegte variabild aleatoare discreta (sau variabild aleatoare cu valori discrete) o vari-
abila aleatoare ale carei valori apartin unei multimi finite sau numarabile.

3.1 Functia de repartitie si functia de densitate de
probabilitate

Fie Q@ = {w1,ws, ..., w,} multimea evenimentelor elementare asociate unei experiente
probabiliste. Fie variabila aleatoare &, ce asociaza fiecarui eveniment elementar w; val-
oarea reald x;:

E:Q —{z, 20, .., xn}, E(wi) = 2. (3.1)

Fie p; probabilitatea asociata evenimentului w; si presupunand ca z; < 22 < ... < 7, (in
caz contrar, valorile se pot permuta intre ele pentru a obtine ordinea doritd), avem ca
functia de repartitie a variabilei aleatoare ¢ astfel definite este:

0, daca x < x1

Fe(z) = lej, dacd x € [z;2441), 1 =1,n—1 (3.2)
J:
1, daca z > x,.

Prin derivarea functiei de repartitie! din (3.2) obtinem functia de densitate de probabi-
litate a variabilei aleatoare discrete:

fe(w) = D _pible = ;). (33)

! Acesta functie nu este derivabils in punctele 2; (in care nu este nici mé#car continud); derivarea se
face prin introducerea distributiei Dirac in punctele de discontinuitate, cu amplitudine egala cu valoarea
saltului functiei.
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3.2 Momente statistice

Momentele statistice [necentrate] ale unei variabile aleatoare discrete vor fi date de:

mk:/xkfé(a;)da::/mk <zn:pj6(m >dx_2p]/a:6m T da:—ij
—o0 —o00 =1 —o0 j=1
(3.4)

Media variabilei aleatoare discrete va fi atunci obtinuta pentru k = 1,

€= ij%‘, (3.5)
=1

iar pentru k£ = 2 se obtine media patratica:
&= pal. (3.6)

Momentele statistice centrate ale unei variabile aleatoare discrete vor fi date de:

M, = /Oo(:n — ) fe(x)dx = ]o (2 —my) (ij ) dz = (3.7)

—00 —00

= ij / z—m)*6(x — z;)de = z;pj(l“j —m)* = z;pj(l“a —£

—00

Varianta variabilei aleatoare discrete va fi atunci obtinuta pentru k = 2,

o = ij (:Ej — E)Z (3.8)

3.3 Probleme rezolvate

Exemplul 3.1 Sa se determine functia de repartitie si functia de densitate de probabi-

litate pentru variabila aleatoare & asociata raspunsului unui informatician la o fereastra
(Windows) cu trei butoane: Yes (1), No (0), Cancel (2).

Rezolvare: In primul rand trebuiesc identificate evenimentele elementare gi numerele reale
ce le sunt asociate. Evenimentele elementare vor fi: w;- s-a apasat butonul No, valoarea
reala asociata este 0; wo- s-a apasat butonul Yes, valoarea reala asociata este 1; ws- s-a
apasat butonul Cancel, valoarea reald asociata este 2. Presupunem ca probabilitatile
acestor evenimente sunt py, po, p3, astfel ca p; + po+ p3 = 1.

Functia de repartitie a variabilei aleatoare ¢ este data de definitia (2.2), adica Fe(x) =
P{¢ < z}. Aplicand formula de definitie pentru aceastd problema, distingem patru
cazuri particulare:
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1. daca x < x; = 0: in acesta situatie nici una dintre valorile pe care le poate lua
variabila aleatoare ¢ nu este mai mica strict ca 0, deci functia de repartitie va fi
nula.

2. dacd = € [0,22) = [0;1); in acest caz avem cd P{¢ < z} = P{{ < 0} + P{¢ =
0} + P{EE (0,1} =0+ p1+0=p1
) =

3. dacd = € [1,x3 [1;2); in acest caz avem cd P{{ < z} = P{¢ < 0} + P{{ =
0} + PLEC (0.0} + PE=1} + PE€ (LD} =0+ py +0+pp+0=p1 o)

4. dacd x > x3 = 2; In acest caz avem: P{¢{ <z} = P{{ <0} + P{{ =0} + P{¢ €
O, D} +P{E=1}+P{e (1,2} +P{{ =2} +P{{ € (2,00)} =p1+p2+ps = L.

In concluzie, functia de repartitie este:

0, daca x < 0,

p1, dacd z € [0;1),

p1+ p2, daca x € [1;2),
1, dacd z € [2;00).

Fe(x) =

Graficul acestei functii este reprezentat in figura 3.1 (pentru p; = 0.25, p, = 0.5 si

1 I I I

0.8

0.6

0.4

0.2

Fig. 3.1: Functia de repartitie

Functia de densitate de probabilitate este derivata functiei de repartitie; acesta derivata
va fi nula pe portiunile pe care functia de repartitie este constanta si va fi o distributie
de tip Dirac () in punctele de discontinuitate ale lui F¢(z). Atunci:

fe(x) = p16(x) + p26(x — 1) + p3d(z — 2).
[ |

Exemplul 3.2 Sa se calculeze valoarea medie si varianta pentru distributia geometrica
definita de:
= pg*é(z — j).
5=0
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Rezolvare: Conform formulei mediei (3.5), daca functia de densitate de probabilitate este

fe(x) = > pid(x — x;), rezulta:
=0
€= nj.
=0

Pentru distributia geometrica data in enuntul problemei se observa ca: n — oo, x; =1
si p; = pq'. Trebuie verificata conditia de normare a probabilitatilor:

Yo=Y pil=py ¢ :p11__qoo =2 -1
=0 =0 =0 1

Atunci media variabilei aleatoare devine:

z:zquj:pzqu:pz( q@') 3 (za) =t
j=1 j=1 j=1 \i=j j=1 i=0 j=1 q
_ P N~y P4 _DPg_4
_l—q;qj 1-q? p* p

Media patratica a variabilei aleatoare este:

o0 o0 o0 ; p o0 o0 ; p 1_q00
S Y () - e (S -
1_qg—1 1 j=1 \i=j 1_qj:1 i=0 1_qj:1 1—gq

p ; P~ 1-¢  pg  _q
<1—q>2;q <1—q>2;q1 ¢ 0-qf P

3.4 Probleme propuse

Tema 3.1 Sa se determine functia de repartitie i functia de densitate de probabilitate
pentru variabila aleatoare & asociata experimentului de aruncare a unei monezi.

Tema 3.2 Sa se determine functia de repartitie i functia de densitate de probabilitate
pentru variabila aleatoare & asociata experimentului de aruncare a zarului.
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Tema 3.3 Se considera un tetraedru requlat ale carui fete sunt marcate cu cifre de la 1
la 4. Sa se determine functia de repartitie si functia de densitate de probabilitate pentru
variabila aleatoare asociata experimentului de aruncare a tetraedrulus.

Tema 3.4 Se da functia f(z) = 0.56(x—1)+0.26(x)+0.36(x—2). Sa se reprezinte grafic
§1 sa se arate ca este o functie de densitate de probabilitate (a unei variabile aleatoare £);
sa se determine functia de repartitie asociati. Sa se calculeze probabilitatile P{§ < 1},
P{¢ < 2}, P{¢ < 2}. Sa se determine media si varianta lui§.

Tema 3.5 Sa se determine functia de repartitie i functia de densitate de probabilitate
pentru variabila aleatoare £ asociata experimentului de aruncare a zarului, daca proba-
bilitatea de aparitie a fiecarei fete este proportionala cu cifra inscrisa pe fata.

Tema 3.6 O variabila aleatoare cuaternara poate lua valorile 0, 1, 2, 3 cu probabilitatile
P(0) = P(2) si P(1) = P(3) = 1/3. Sa se determine functia de densitate de probabilitate,
functia de repartitie, media st varianta variabilei aleatoare.

Tema 3.7 Sa se calculeze valoarea medie st varianta pentru distributia Poisson, definita
de

Tema 3.8 Un registru de deplasare cu reactie (RDR) genereaza pe iegire o secventd
pseudoaleatoare (PSA) binara de lungime 7. Sa se determine functia de repartitie i
functia de densitate de probabilitate a variabilei pseudoaleatoare de la iesirea circuitu-
lui. Daca numerele binare sunt transmise ca tensiuni in sistem TTL, sa se determine
tensiunea medie.

Tema 3.9 Doud surse independente Sy §i S produc semnalele ternare (cu valorile 0, 1
§i2) x giy. Se stie ca P{x = 0} = P{z = 1} = P{x = 2}, ca media lui y este 1 i
varianta lui y este 0.5. Sa se calculeze media si varianta lui x si probabilitatile valorilor
lui y. Daca variabila aleatoare z se obtine ca z = xy, sa se determine functia de densitate
de probabilitate si functia de repartitie a acesteia, precum si media §i varianta variabiles
aleatoare z.

Tema 3.10 Se da functia w(x) = 0.256(x —3) 4+ 0.16(x —2) +0.156(z — 1) +0.56(z + 1).
Sa se reprezinte grafic i sa se arate ca este o functie de densitate de probabilitate (a
unei variabile aleatoare £ ); sa se determine functia de repartitie asociata. Sa se calculeze
probabilitatile P{¢ < —1}, P{¢ < —1}, P{¢ < 2}, P{¢ < 1}. Sa se determine de
asemenea media §t varianta lui €.
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Capitolul 4

Functii de o variabila aleatoare

Dupa cum am aratat, orice variabila aleatoare (2.1) este o functie, £ : 2 — R; acesta
functie se poate compune cu orice functie reald de argument real (g : R — R), rezultand
o alta variabila aleatoare, notata de exemplu 7, care este:

n=go&=g(),n:Q2— R.

Problema de interes este caracterizarea noii variabile aleatoare 7 (deci a functiei de
densitate de probabilitate a variabilei 1) in functie de variabila aleatoare &, ale carei
proprietdti (si in particular functie de densitate de probabilitate) se presupun cunoscute.

Fie o valoare oarecare = (fixatd). Probabilitatea ca valoarea unei realizari particulare a
variabilei aleatoare £ sa fie egala cu x este egala cu probabilitatea ca valoarea respectivei
realizari particulare a variabilei aleatoare £ sa fie cuprinsa in intervalul infinitezimal mic
[z;x + dx] (dz — 0). Acesta este insa:

z+dx

P{¢ € [z;x +do)} = Fe(z + dx) — /fg t)dt = fe(x) |dx|. (4.1)

N

Daca functia g este bijectiva, valorii x ii corespunde in mod unic o valoare y = g(z). In
mod analog deducerii lui (4.1), putem scrie ca:

P{n € [y;y +dyl} = fy(y) |dyl. (4.2)

Dar, cum y se obtine in mod unic din z, rezulta ca probabilitatile date de (4.1) si (4.2)
sunt egale, si deci:

fe(@) |dz| = fy(y) ldy] .

Ceea ce ne intereseaza este fn(y), si atunci putem scrie:

dx 1

f§< )’ ( ||:r =g~ :f§ (gil(y)) !

19 (97 ()| (43)

Faly) = felx) |5~

Acestad formula (4.3) este deci valabila doar in cazul in care functia g este bijectiva pe
intreg domeniul sau de definitie, sau, reformulat, dacd ecuatia y = g(z), cu necunoscuta
x gi parametrul y, are o unica solutie. Daca functia g nu este bijectiva, domeniul sau
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de definitie trebuie descompus in intervale de bijectivitate. Pe fiecare asemenea interval
ecuatia y = g(z), cu necunoscuta x si parametrul y, va avea o unica solutie (s& o numim
zk). In acest caz formula (4.3) se transforma in:

1
' ()]

faly) = Z fe(ar) |J:k:g*1(y) : (4.4)

Conditia esentiala este ca numarul de intervale sa fie finit sau cel mult numarabil.

Pentru perechea de variabile aleatoare £ si 7 se verifica teorema de medie:

n= 7yfn(y)dy= fyfe(év)dfﬂz 79($>fe(fﬂ)dm- (4.5)

4.1 Probleme rezolvate

Exemplul 4.1 Fie £ o variabila aleatoare distribuita uniform in intervalul (—g; %) §t
fie functia g : (=%;%) — (=1;1), cu g(z) = sin(z). Variabila aleatoare n este datd de

n=g(§). Sa se determine functia de densitate de probabilitate a variabilei aleatoare 1.

Rezolvare: In primul rand trebuie verificatd bijectivitatea functiei g(x) pe intervalul de
definitie, si, daca acesta nu este verificata, trebuie divizat acest interval in subintervale pe
care functia este bijectiva. Bijectivitatea se poate studia simplu, prin rezolvarea ecuatiei
y = g(x), cu x necunoscuta si y parametru.

In acest caz, ecuatia y = sin(x) are o solutie unicd pentru z € (—%; %), sl anume
x = arcsin(y). Deci g7'(y) = arcsin(y), g7': (—1;1) — (=5;2).
Derivata functiei g(x) este ¢'(x) = cos(z).

Conform formulei de calcul a noii functii de densitate de probabilitate (4.3) avem:

S U I Jelarcsingy))
g m)  rem G T VI

foly) = fe (971 ()

Variabila aleatoare £ este distribuita uniform in intervalul (—g; g), atunci

%, dacd x € (—%; %) ,

fea) = {

0, in rest.
Atunci:
. a i -I.z —L 1 dacaye (—1;1
) = i [ 3ot sneinly) € (<5:8) [ e ety (-1:1)
V31— 0, in rest 0, in rest

Graficul acestei functii este prezentat figura (4.1)
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-1 -0.5 0 0.5 1

Fig. 4.1: Functia de densitate de probabilitate

Exemplul 4.2 O variabila aleatoare £ este transformata printr-o functie liniara g(z) =
ar + B (a # 0), obtindnd variabila aleatoare n. Sa se determine functia de densitate
de probabilitate, media g1 varianta lui n, in cazurile in care & ar fi distribuita normal,
respectiv uniform.

Rezolvare: O functie liniara este bijectiva; ecuatia y = g(x) cu necunoscuta x are solutia
x = %, si deci g7 (y) = % Derivata functiei liniare este ¢’'(x) = a. In aceste conditii,
densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare 7 este data de formula (4.3) si este:

gl (581 (y—ﬁ>_

Fnly) = g (g W) el ol a

(4.6)

Dacd variabila aleatoare ¢ este distribuitd normal (cu media p si varianta o) atunci:

fe(@) = N(u,0%) = 21 exp (_M)

7'('0‘2 20’2

Inlocuind in expresia (4.6) obtinem:

P S S (et ) WS WY /2 (V7)) O
Y o v2ro? P 202  V2ra2o? P 2rlo? =

=N (ap+ 8, (a0)?) .

Aceasta tnseamna ca distributia variabilei aleatoare obtinute prin transformarea liniara
este tot normald, avand media transformata prin aceeasi functie liniara si varianta de o?
ori mai mare.

Dac4 variabila aleatoare £ este distribuitd uniform (in intervalul |a; b] de exemplu), functia
sa de densitate de probabilitate este:



Atunci:

£(y) = |a!f5 <y ﬁ) 1 { blc% daci =2 ¢ [a; D],

|a| rest.

Se disting doua cazuri, date de semnul lui «; cazul 1, a > 0:

so-a dacd y € [aa + B;ab + 3],
0, in rest.

faly) = {

cazul 2, a < O:
1 o
———— daci y € [ab+ B;aa + f],
faly) = a(b-a)

0, in rest.
In ambele cazuri se remarcs ci distributia este tot uniforms, si, conform celor demon-
strate anterior, media este mijlocul intervalului in care variabila aleatoare ia valori, iar
varianta va fi 1/12 din patratul lungimii intervalului:

b _ 2(h — a)?
Oéa;_ —i—ﬁ:af—l-ﬁg;iaiz%:oﬂa?

Aceasta tnseamna ca distributia variabilei aleatoare obtinute prin transformarea liniara
este tot uniforma, avand media transformata prin aceeasi functie liniara si varianta de
a? ori mai mare.

Exemplul 4.3 Se considera variabila aleatoare &, uniform distribuita in intervalul [—c; c].
Sa se determine densitatea de probabilitate st functia de repartitie a variabilei aleatoare

n=1/¢.

Rezolvare: Functia de transformare este g(z) = 1/z%. Derivata este ¢'(x) = —2/z3.
Functia nu este insa bijectiva pe intreaga axa reala, in schimb este bijectiva pe intervalele
(—00;0) si (0;00). Solutiile ecuatiei y = g(x) sunt: z; = 1/\/y si o = —1/,/y, pentru
y > 0. Dacd y < 0 ecuatia nu are solutii si f,,(y) = 0. Atunci putem aplica formula (4.4)
pentru y > 0:

1 1 1
y) = ;ff(fﬁkz) g (20)] |wk:g*1(y) = f&@l)m ‘xlzgfl(y) + f{@ﬁm ‘xzzgfl(y)

o) = 2O I Lo () + g1/ ).
=2/ (1) |2 (1vm)’]

Variabila aleatoare £ este distribuita uniform; atunci:

folz) = { 5, dacd z € [—¢; ],

0, in rest.

De aici rezulta:

Fe(1/\fy) = { a0; dacd \/j € (—o0i ~1/q U1/ 00), _ { 8_ daci y € [1/¢% 00),

0, in rest. , in rest.
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fe(=1/v/7) = { 5, dacd — /y € (—oo; —1/c]U[1/c;00), _ { S—f, daci y € [1/c?%; 00),

0, in rest. in rest.

Atunci: ,
f ( ) — iyiia dacé Yy € [1/62;00>7
Y 0, in rest.

Functia de repartitie a variabilei aleatoare 7 este:

)
B [ 0,dacay < 1/,
Fy(y) —/ fo(t)dt = { 1— %y—%, dacd y € [1/c%; 00).

Exemplul 4.4 Un semnal aleator cu distributie normala N(0,0?), (de medie nuld si
varianta o?) se redreseazd cu o diodd ideald. Sa se calculeze densitatea de probabilitate
a semnalului redresat.

Rezolvare: Functia de transformare realizatd de circuitul redresor monoalternanta (o
dioda ideald) este:

(z) = x, daca x > 0,
g\ = 0, dacd x < 0.

Functia g(x) nu este bijectivd; in cazul acestei functii nu se poate aplica formula (4.4)
deoarece mutimea solutiilor ecuatiei y = g(z) pentru < 0 nu este numarabild; mai
precis {z € R|g(x) = 0} = (—o0;0]. Problema se va rezolva prin determinarea functiei
de repartitie F,(y) = P{n < y}.

P{n<y}=P{n<0}=0.
P{n <0} = P{n =0} = P{€ <0} = F¢(0) = 0.5.
P{n

Daca y < 0, F,(y

N

)
Daca y = 0, F,(y)
)

Daca y > 0, F,(y y} = P{¢ < 2} = Fe(x). In concluzie,

/N

Fe(y), dac y > 0,
0, in rest.

Fyly) = {

Functia de densitate de probabilitate cdutatad va fi derivata lui F)(y); adica:

f()_dF"?(y)_ O,dacéy<0,
n\Y) = dy | 0.56(y) +N(0,6*)U(y), pentru y > 0. ’

unde U este functia treapta unitate. Ceea ce se remarca este ca variabila aleatoare 7
are probabilitate concentrata in origine - adica probabilitatea de a obtine valoarea 0 este
nenula:

€ 1 € € 1
Pin=0) = tim, [ f,(o)dy = 5 tim, [ sy + Jim, [ fe(oyds = .
it Ze 0
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Exemplul 4.5 Sa se determine functia de transformare a unei distributii uniforme in
intervalul [0; 1] intr-o distributie Rayleigh.

Rezolvare: Fie £ variabila aleatoare distribuita uniform si n variabila aleatoare distribuita
Rayleigh. Atunci:

1, dacd z € [0; 1],
0, in rest.

fia) = {

Suporturile celor doud functii de densitate de probabilitate sunt [0; 1], respectiv [0; 00),
si atunci functia de transformare necunoscuté trebuie sa fie g : [0; 1] — [0; 00).

Sa presupunem ci functia g cautatd este bijectiva; atunci, conform (4.3) avem:

o
19" (971 (w))I

Inversa functiei de transformare exista si este g=! : [0; 00) — [0; 1]. Acesta inseamna c

fe (g7 y)) = 1 si deci:

Fay) = fe (971 (v))

19 (97 ()| = f2(y)

Dar, deoarece g este bijectiva, atunci este strict monotona. Impunéand ¢(0) = 0, rezultd
ca functia nu poate fi decat crescitoare, si atunci derivata sa este pozitiva.

(97 ) = ful),

/f77 t)dt = /—e 2ldt =1 — e 32 =1

De aici se evalueaza y in functie de x si atunci:

y=+/—2a2In(1 — x).

sk,

Deci g(z) = \/—2a2In(1 — z).
|

Exemplul 4.6 Sa se arate ca daca & este o variabila aleatoare cu distributie oarecare,
functia ei de repartitie o transforma intr-o variabila aleatoare n cu distributie uniforma
in intervalul [0;1].

Rezolvare: Daca densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare £ este f¢(x) atunci

functia de repartitie asociatd este Fg(z) = f fe(t)dt. Daca aceasta este si functia de

transformare a variabilei aleatoare, atunci g( ) = Fe(x), cu g : R — [0;1]. Derivata
functiei de transformare este:




iar |¢'(z)| = |fe(x)| = fe(z) (pentru ca functia de densitate de probabilitate este pozi-
tivd). Atunci, conform (4.3) avem:

1 1

foly) = fg(a:)m lomg-1(y) = fg(m)m . 1, pentru y € [0;1].

Acesta este intr-adevar o distributie uniforma in intervalul [0; 1].

4.2 Probleme propuse

Tema 4.1 Puterea disipata intr-o rezistenta R = 1k§2 este modelatd ca o wvariabila
aleatoare, cu distributie uniforma in intervalul [Puin; Pnax] = [1IW;10W]. Care este
distributia curentului prin rezistenta ¢

Tema 4.2 Sa se determine functia de densitate de probabilitate a variabiler aleatoare
n = —¢£ (cunoscind fe(x)).

Tema 4.3 La bornele unui generator de curent se conecteaza o rezistenta constanta R.
Curentul generat este considerat o variabila aleatoare, distribuita uniform in intervalul
[Imin; Imax|-  Sa se calculeze puterea medie disipata in rezistentd gi distributia puterii
disipate.

Tema 4.4 Sa se demonstreze (folosind teorema mediei (4.5)) ca pentru o functie de
transformare liniara (g(x) = ax + () varianta variabilei aleatoare transformate este
de o mai mare ca varianta variabilei aleatoare initiale, iar media variabilei aleatoare
transformate este media variabilei aleatoare initiale trasnformate prin functia liniara

g(z).

Tema 4.5 Sa se determine functia de densitate de probabilitate ce caracterizeaza infor-
matia ce rezulta din producerea unui eveniment, a carui probabilitate de aparitie este
distribuita uniform.

Tema 4.6 Sa se calculeze informatia medie ce rezulta in urma realizarii unui eveniment,
a carui probabilitate este distribuita dupa legea 1/x in intervalul [a; 1] ¢

Tema 4.7 Tensiunea anodicd a unet diode cu vid este distribuita uniform in intervalul
[a;b]. Care este distributia gi media curentului anodic al diodei ? (Curentul anodic este

dat de legea i, = Au2/2).

Tema 4.8 Masurdand curentul anodic al unei diode cu vid, se constatd ca acesta are o
distributie liniard intre 0 si /2mA. Tensiunea anodici o diodei cu vid provine de la un
generator de tensiune ce trebuie testat (dispersia tensiunii livrate nu trebuie sa fie mai
mare de 20V ). Dact A = +/2/1000 mA/V3/% generatorul testat satisface criteriul de
calitate ?
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Tema 4.9 Un generator ideal de tensiune livreaza la borne tensiunea continua constanta
FE cu care se alimenteaza un aparat ce are rezistenta echivalenta de intrare R. Din cauza
variatier parametrilor componentelor constructive ale aparatului, rezistenta R poate fi
modelata ca o variabila aleatoare cu distributie uniforma in intervalul [Ruyin; Rmax]. Care
este distributia st valoarea medie a curentului livrat de generator ¢

Tema 4.10 O retea de comunicatii pe fibra optica are o topologie in stea: toate ter-
minalele sunt conectate cu un unic nod central. Patratul distantei dintre fiecare punct
terminal al retelei gi nodul central este distribuit in intervalul [a;b] dupd o functie de
densitate de probabilitate de tip 1/\/x, iar cantitatea de informatii transmise este dis-
tribuita uniform in intervalul [0; M]. Ce este mai eficient pentru provider: sa stabileasca
pretul comunicatier dupa raza medie a reteler sau dupa cantitatea medie de informatie
transmisa ?

Tema 4.11 La bornele unei diode semiconductoare se aplica o tensiune pozitiva (vari-
abila aleatoare). Care este distibutia curentului prin dioda ? (I = Io(e™*V —1)).

Tema 4.12 Fie £ o variabila aleatoare distribuita uniform in intervalul (0;7) si fie
functia g : (0;7) — (—=1;1), cu g(z) = cos(xz). Variabila aleatoare n este data de
n=g(§). Sa se determine functia de densitate de probabilitate a variabilei aleatoare 7).

Tema 4.13 Functia (caracteristica) de transfer a unui redresor bialternanta ideal este
descrist de functia g(z) = |x|. Sa se calculeze functia de densitate de probabilitate,
valoarea medie §i puterea medie a semnalului aleator £(t) redresat, daca £(t) este a)
distribuit normal N(0,0?), b) distribuit uniform in [—1;1] si [0; 1].

Tema 4.14 Se considerd variabila aleatoare &, uniform distribuita in intervalul [—c;c|.
Sa se determine densitatea de probabilitate gi functia de repartitie a variabilei aleatoare
n = &P, unde p este un numar natural.

Tema 4.15 Ddndu-se transformarea y = g(x) definita de:

1, daca x < —a,
g(x) =< —%, daca x € [—a;al,
—1, daca x > 0.

cu a € [0;10] ce se aplica variabilei aleatoare & distribuita uniform in [—3;1], sa se
determine functiile de densitate de probabilitate ale variabilelor aleatoare £ gi g(&). Ce
constrangeri trebuie sa se impund constantei a pentru ca variabila aleatoare n = g(&) sa
fie distribuita tot uniform ¢ Exista vreo valoare pentru a astfel incdt n sa fie distribuit
normal ?

Tema 4.16 Din variabila aleatoare normala & (N(0,02)) se construieste variabila alea-
toare n = e~ €. Sa se calculeze functia de densitate de probabilitate a variabilei aleatoare
n gt momentele statistice de ordinul 1 §i 2 ale acesteia; sa se calculeze probabilitatea
P{n < 0.1}. Ce se intampla daci c — 0 sau daci 0 — oo ¢
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Tema 4.17 Sa se determine functia crescatoare, neliniara, y = g(z) (a carei inversa
este x = h(y)) care transforma variabila aleatoare & cu distributia:

0.5, daca || < 1,
fia) = { o

0, in rest.
in variabila aleatoare n cu distributia:

s

_ [ Feosgy, daca |y| <1,
Inw) { 0, in rest.

Sa se justifice de ce forma functiei y = g(x) in afara intervalului [—1;1] nu are nici
o influenta asupra densitatii de probabilitate a variabiler aleatoare n. Sa se calculeze
derivata functiei inverse h(y) pentru y € [—1;1], cu ipoteza ca aceasta este pozitiva. Sa
se determine functia inversa, cu conditia suplimentara h(0) = 0.

Tema 4.18 Se dau cercuri de raze diferite; raza r si aria A a acestora sunt modelate ca
variabile aleatoare; se stie ca razele cercurilor sunt distribuite uniform intre a = 4 cm i
b=6 cm. Sa se calculeze probabilitatile P{A < Ay} si P{60 cm? < A <70 em?}. Sa se
determine functia de densitate de probabilitate a variabilei aleatoare A.

Tema 4.19 La intrarea unui circuit neliniar avand functia (caracteristica) de transfer

— g(z) = 0, daca x < 0,
y=9\= 2(1—e ™), daca x > 0.

se aplict semnalul aleator cu distributia fx(z) = e 2. Si se determine P{Y < 0} si
P{Y = 0}; sa se calculeze valoarea mazima pe care o poate lua'Y'; sa se calculeze functia
de repartitie pentru variabila aleatoare Y .

Tema 4.20 Un limitator neliniar are functia (caracteristica) de transfer:

0, daca x <0,
y=g(x) =1 z, daca z € (0;1],
1, daca x > 1.

La intrarea circuitului se aplica un semnal cu densitatea de probabilitate fx (z) = %e_m' +
26(z). St se determine distributia semnalului de iegire.

Tema 4.21 Un redresor cu limitare are caracteristica de transfer
0, daca x <0,
y=g(x) =< kz? daca x € (0;1],
k, daca x > 1.
La intrarea circuitului se aplica un semnal cu densitatea de probabilitate:
c(x+1), daca x € [—1;0],
fx(x) =< ¢, daca z € [0;1],
c(2—x), daca x € [1;2].
Sa se determine constanta k; sa se calculeze functia de densitate de probabilitate a sem-

nalulut de la iesirea circuitului i sa se determine valoarea lui ¢ pentru care media statis-
tica a semnalelor de intrare i iegire este aceeasi.
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Tema 4.22 La controlul unei serii de rezistoare cu valoarea nominala de 1 kS se constata
distributia uniforma a acestora intre 800 ) si 1200 ). Variabila aleatoare R semnifica
valoarea rezistentei normate la valoarea nominala; corespunzator, G = % este conduc-
tanta normata a rezistorului. Sa se calculeze conductanta medie folosind teorema mediei;
sa se calculeze distributia conductantei; care este probabilitatea ca G sa depaseascd cu
mai mult de 10% valoarea sa nominala ¢

Tema 4.23 Din variabila aleatoare & cu distributia

2w o
_ [ sin® 3z, dacax € [0; 2],
fe(@) { 0, in rest.

se construieste variabila aleatoare n, pe baza functiei y = sin 5x. Care este probabilitatea
P{n = 1}; sa se determine distributia luin. Sa se evalueze lim1 In(y).
y—)

Tema 4.24 Din variabila aleatoare & distribuita uniform in intervalul [—2;2] se constru-
ieste variabila aleatoare n = e%/2. Sa se calculeze: P{n > 0}, P{n > 1}, P{n > \/e},

fa(y)-

Tema 4.25 Un circuit are functia (caracteristica) de transfer:

1, daca x < —3,

r+2, dacd x € [-3;—1),
y=g(x) =1 =z, daca x € [—1;1),

r —2, daca x € [1;3),

—1, daca x > 3.

La intrarea circuttulur se aplica un semnal a carui valort sunt distribuite dupa o lege
uniforma in intervalul [—4;4]. Sa se calculeze densitatea de probabilitate a semnalului de
la iesirea circuitului gi sa se determine P{y = 1}, P{x < —3}.
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Capitolul 5

Caracterizarea unei perechi de
variabile aleatoare

5.1 Functia de repartitie

In cazul in care se doreste caracterizarea simultand a doud variabile aleatoare (deci defi-
nite pe un domeniu bidimensional de valori), definitiile cazului unidimensional (o singura
variabila aleatoare) trebuiesc extinse. Functia de repartitie a unei perechi de variabile
aleatoare (sau functia de repartitie de ordinul doi) este definita ca:

Fey(z,y) = P{E <z sin <y} (5.1)

Acesta functie de repartitie are proprietati analoage celei unidimensionale: are valori
cuprinse in intervalul [0; 1] (pentru c& este o probabilitate) si are limitele de la capetele
intervalelor de definitie date de:

an(—OO, y) = an(l‘, _OO) = 07

Fey(oo,y) = lim Fey(w,y) = Fy(y) 51 Fen(w,00) = lim Fey(2,y) = Fe(x).

In fine, probabilitatea ca perechea de variabile aleatoare si aibi valorile cuprinse intr-un
interval (deci domeniu spatial) este data de:

Plry <& <xasiy <n <o} = Fep(@o,y2) + Fen(@1,31) — Fen(1,y2) — Fep(@2,y1).

5.2 Functia de densitate de probabilitate

Functia de densitate de probabilitate de ordinul doi (deci a perechii de variabile aleatoare)

se obtine ca: ,
_ 9 an(l‘, y)
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Aceasta inseamna ca functia de repartitie este in continuare primitiva functiei de densitate

de probabilitate
Fep(z,y) / / fen(u, v)dudv.

—00 —O0

Functia de densitate de probabilitate de ordinul doi respecta in continuare conditia de

normare: .
//fgn(:v,y)dmdyzl.

—00 —00

In plus, din functia de densitate de probabilitate de ordinul doi se pot obtine functiile de
densitate de probabilitate ale variabilelor aleatoare individuale; aceste functii de densitate
de probabilitate se numesc marginale, fiind proiectii ale functiei de ordinul doi pe axele
reale:

/Mmy@ah /Mxy (5.3)

5.3 Momente statistice asociate unei perechi de vari-
abile aleatoare

Si momentele statistice asociate perechii de variabile aleatoare provin din extinderea
definitiilor introduse in cazul unei singure variabile aleatoare. Momentul statistic necen-
trat de ordinele k; i ko (evident numere naturale) va fi definit ca:

My ey = / / k2f§,, (z,y)dxdy. (5.4)

—00 —00

Momentul statistic centrat de ordinele k; gi ks (evident numere naturale) va fi definit ca:

My, s, / / = T)" fen )y, (5.5)

—00 —O0

Cagzurile particulare de interes sunt: momentul statistic necentrat de ordinele 1 si 1,
numit corelatia dintre variabilele aleatoare & si 7 (sau intercorelatia dintre variabilele
aleatoare), notat Bg, si momentul statistic centrat de ordinele 1 gi 1, numit covariatia
dintre variabilele aleatoare £ si 7, notat Kg,.

e =& = / / 2y fen(, y)dzdy; (5.6)
Key= (€81 —7) = / / (2 — &)y — ) fey () dadly. (5.7)

31



Se poate arata prin dezvoltarea produsului de variabile aleatoare centrate din definitie
ca:
Key = &n — &N = Bey — €71 (5.8)

Coeficientul de corelatie dintre variabilele aleatoare & i 7 este definit ca:
Key
/2 2
T¢0y

Folosind (5.8) si relatia dintre varianta, media si media patratica a unei variabile aleatoare
(2.18), obtinem formula echivalenta:

Pen = (5.9)

&n — &7

Pen = /—?_52\/ﬂ’

5.4 Variabile aleatoare independente si necorelate

(5.10)

Doua variabile aleatoare £ si 17 se numesc necorelate daca coeficientul de corelatie dintre
ele este nul:
Pey = 0 <= & si ) sunt necorelate.

Doua variabile aleatoare £ si n se numesc independente daca functia de densitate de pro-
babilitate de ordinul doi (a perechii de variabile aleatoare) este separabild dupa functiile
de densitate de probabilitate marginale (ale fiecarei variabile aleatoare):

fen(,y) = fe(x) fo(y).

5.5 Functii de doua variabile aleatoare

Fie perechea de variabile aleatoare &, si &,; din acestea se obtine o alta pereche de
variabile aleatoare prin transformarile bijective 7, = ¢1(&;,&5) si 75 = ¢2(£1,&5). Cuo
demonstratie analoagd celei din cazul functiilor de o variabild aleatoare (dar aici vom con-
sidera probabilitate ca perechea de variabile aleatoare sa apartina unui domeniu spatial
infinitezimal centrat intr-un punct) se obtine ca:

Oz Oxy
_ 19} 0
fm’lg (y17 yz) - a_gé a_}ég f5152 (.731, x2) z1=g7 '(y1.92) si z2=g5 "(y1,92) * (5'11)
Oy1 Oy2

Determinantul ce apare in expresia (5.11) este inversul jacobianului transformarii de doua
variabile 21 = g7 (y1,42) sl 22 = g5 (1, %2)-

5.6 Probleme rezolvate

Exemplul 5.1 Sa se demonstreze ca modulul coeficientului de corelatie a oricaror doud
variabile aleatoare este subunitar, adica ‘p€,7| <1
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Rezolvare: Problema impune deci ca pentru V ,n : 2 — R, ‘pfn‘ < 1; adica pgn <1,
sau, folosind relatia (5.10),

(5 B Eﬁ)2 < <? B §2> (F _ ﬁ2> ' (5.12)

Se observa ca ? - EZ = (5 — Eﬁ) lpme st 02 — 72 = (5 — Eﬁ) |e=, . Dacd notam cu
g(&,m) = &n — €7, atunci (5.12) poate fi exprimata ca:

g2 (&) < g(&€)g(n,n). (5.13)

O inegalitate de asemenea forma seamana cu inegalitatea Schwartz (sau Cauchy Buni-
akowski Schwartz), care afirma ca, daca (, ) este un produs scalar, atunci:

(a,0)* < (a,a) (b,0) = [|all” []B]|" . (5.14)

Deci, dacd demonstram ci g(£, 1) = &n — & = (£,71) este un produs scalar peste spatiul
variabilelor aleatoare, (5.13) nu este altceva decét ecuatia Cauchy (5.14) si problema este
rezolvata. Dar g(&,n) este un produs scalar, deoarece verifica proprietitile acestuia:

L. (& an) = (a&,n) = a(&,m),
2. <51 + 52777> = <£1a77> + <§2a77>:
3. <£7 m + 772> = <£7 771> + <£7 772> .

Exemplul 5.2 Fie doud variabile aleatoare & sin caracterizate de distributia fe,(x,y) =
ﬁ exp(—ﬁ), cuzr >0 gty >0. Sase determine functiile de densitate de probabi-

iV =1

litate a variabilelor aleatoare definite de U = T E

o
1+€
Rezolvare: Cele doud noi variabile aleatoare sunt definite pe baza functiilor u = ¢;(x, y) =
L siv = go(z,y) = Flm’ cu g1, g2 : [0;00) X [0;00) — [0;00) x [0;1]. Functiile inverse
sunt: z = g; ' (u,v) =1 —1siy = g5 ' (u,v) = %. Conform formulei de calcul a densitétii
de probabiltate de ordinul doi in urma unei transformari (5.11) trebuie mai intéi calculat
inversul jacobianului transformarii, adica:

or Oz 1
oz Oz 0 —L
% %] Ty |-
Ou Ov v v? v
Atunci noua densitate de probabilitate este:
1 1w U
fov(u,v) = Ef&n(iﬁ,y) a=1_1siy=2 = E;sz eXP(—;U) = uexp(—u).

Functiile de densitate de probabilitate fi(u) si fi/(v) sunt functiile de densitate de pro-
babilitate marginala, si sunt obtinute conform (5.3):

fv(v) = / fov(u,v)du = /uexp(—u)du =1, pentru v € [0; 1],
—o0 0
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1
u) = / fov(u,v)dv = /uexp(—u)dv = wexp(—u), pentru u € [0; c0).
0

Exemplul 5.3 Fie doua variabile aleatoare & st m caracterizate de distributia:

exp(—(x+vy)), dacax >0 siy >0,
fgn(iﬂ,y)Z{ 0, ié rést. )

Sa se determine functiile de densitate de probabilitate a variabilelor aleatoare U si V
definite de U = £+ iV = &/n. Sa se determine probabilitatile P{x < 2y}, P{x < 1},
P{z > 1}, P{z = y}.

Rezolvare: Cele doua noi variabile aleatoare sunt definite pe baza functiilor u = ¢;(x, y) =
r4ysiv=g(x,y) =2, cug,gs:[0;00) x [0;00) — [0;00) x [0;00). Functiile inverse
sunt: * = g; ' (u,v) = m siy =gy (u,v) = . Conform formulei de calcul a densitatii
de probabiltate de ordinul doi in urma unei transformari (5.11) trebuie mai intéi calculat
inversul jacobianului transformarii, adica:

o o v u

I 3 B e
9y g9y — U 2"
Ou Ov v+1 (v+1)2 (U + 1)

Atunci noua densitate de probabilitate este:

Uu o
ety = CEE exp(—u), dacd u,v € [0; 00).

o) = s fen,)

(v

Functiile de densitate de probabilitate fi;(u) si fi/(v) sunt functiile de densitate de pro-
babilitate marginald, si sunt obtinute conform (5.3):

r 1
/ fov(u,v)d :/ 5 exp(—u)du = m, pentru v € [0; 00);
0
/ fov(u,v)dv = / 1) 5 exp(—u)dv = wexp(—u), pentru u € [0;00).
(v
0

Pentru a calcula probabilitatile cerute este nevoie de functiile de densitate de probabili-
tate a variabilelor aleatoare & si 7, care sunt tot densitati de probabilitate marginale:

o)

T) = / fen(,y)dy = /exp(—(ﬂC +y))dy = exp(—x), pentru z € [0; 00);

o0

foly) = / fen(,y)dz = /exp(—(ﬂC +y))dr = exp(—y), pentru y € [0;00).

0
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Plx>1) = —P(a:<1):e1
0o 00 B 00 , ] 5
Plx <2y) = fen(z,y)dody = [ e Vdy | e “de= [ e ¥(1—e ) y—1—§:§
0 z<2y 0 0 0
Pz =y) = / fen(z,y)dzdy = 0.
0 z=y

Exemplul 5.4 Daca € gin sunt variabile aleatoare independente, sa se determine functia
de densitate de probabilitate a variabilei aleatoare obtinutd ca v = £ + n in functie de
densitatile de probabilitate a celor doua variabile aleatoare tnitiale.

dFy(z) .

Rezolvare: Ceea ce se doreste este functia de densitate de probabilitate f,(z) = =

Functia de repartitie a variabilei aleatoare este, prin definitie:
Fy(z) = P{y <z} = P{{ +n < 2}

Interpretarea geometricd a probabilitatilor (ca aria subgraficului functiei de densitate de
probabilitate pe un anumit domeniu) conduce la:

— [[ 261z = [ [ ftwyaody = [[ 1), )dndy - 70 Faw)dy Z/_yfa:c)d:c

dz dz

f(z) = H0lE) _ 4 [ st [ e | = [ st - vy = 1)) -

= [fe(2) * fo(2).

Deci densitatea de probabilitate a sumei de variabile aleatoare independente este produsul
de convolutie a densitatilor de probabilitate a variabilelor aleatoare ce se sumeaza:

F(2) = fe(2) x fo(2). (5.15)

Exemplul 5.5 Se considera variabilele aleatoare independente & si n distribuite normal
dupi legea N(a,0?). Sa se calculeze coeficientul de corelatie si legea de distributie a
variabilelor aleatoare v, = a& + B i 79 = a& — Bn.
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Rezolvare: Conform definitiei (5.10), coeficientul de corelatie a variabilelor aleatoare =y,
si 7y este:
V1Y2 — M1

2
p’Yl’Yz
\/71 Y1 \/72 72

Vom evalua pe rand expresiile necesare:

72 = (a€ + Bn)(a€ — Bn) = 262 — B2 = a®e? — 5P
T 75 = (af + Bn)(a€ — Bn) = (af + B7)(a€ — B7) = *E — B2
Vs — A1 T = 26 — B — (%€ — B7) = a*(€ — &) — B — ) = o?0} — .

Dar, din enunt, U5 = 0727 = 02 §i atunci:

YV — V1 V2 = 0°(a® = B7).

Apoi:

= (@€ + Bn)? = a2 + 0 + 20860 = o’€ + B + 20580,
Dar variabilele aleatoare ¢ si 1 sunt independente, si atunci én = £m; iar € =7 = a si

E=n=0+a

73 = (o + %)(0” + a®) + 208a,
71 =l + Bn = af + 7 = ala + B).

VA= = \/(a2+ﬂ2)(02—|—a2) +2a8a? — a2(a + B)2 = oy /a2 + 2.

Calcule aseméanatoare ne conduc la:

V2 — 752 = oy/a? + B2

Atunci coeficientul de corelatie va fi:

Atunci:

o2(a? _52> B o —ﬁ2

Pryyvy = 2 - 5 2"
’ (O’\/a2+ﬁ2> o’ +p

Distributia unei sume de variabile aleatoare normale este tot normala; atunci vy, si v,
sunt distribuite dups N(a(a + 3), 0%(a® + 3%)) si N(a(a — 3),0%(a? + 7).
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5.7 Probleme propuse

Tema 5.1 Se dau doua generatoare independente de numere aleatoare discrete, X §iY .
Generatorul binar X livreaza numerele 1 g1 2 cu probabilitati egale; pentru generatorul
ternar 'Y se stiu P{y = 1} = 0.25, P{y = 2} = 0.5, P{y = 3} = 0.25. Sa se deter-
mine functiile de densitate de probabilitate a perechii de variabile aleatoare, fxy (x,y) §i
functiile de densitate de probabilitate marginala corespunzatoare. Se construiesc doud noi
variabile aleatoare & si n definite ca € = X +Y, n= XY. Sa se determine functiile de
densitate de probabilitate a perechii de variabile aleatoare, fe,(x,y) si functiile de densi-
tate de probabilitate marginala corespunzatoare. Sa se calculeze covariatia si coeficientul
de corelatie dintre variabilele aleatoare & si m; sunt acestea independente ?

Tema 5.2 Se da functia de densitate de probabilitate

xy+y,daca —1<r<1s0<y<]I,
0, in rest.

fen(@,y) = {

Sa se reprezinte grafic domeniul de definitie (suportul) si functia de densitate de proba-
bilitate; sa se determine functiile de densitate de probabilitate marginale ale variabilelor
aleatoare & si m, coeficientul de corelatie si covariatia dintre acestea. Sa se determine
functia de repartitie a perechit de variabile aleatoare si si se calculeze probabilitatile

P{E<0)N(n<0.5)} si P{({>0)N(n>0.5)}.

Tema 5.3 Se dau variabilele aleatoare X si 'Y, distribuite normal, cu medie nula si
variante 0% si 0. Functia de densitate de probabilitate a perechii de variabile aleatoare

este:
1 _ 4m2+g274m3{g

f T,Y)=—F—=—¢ 2(1-p2)
o) = =

Sa se determine functiile de densitate de probabilitate marginale; cum trebuie sa fie valo-
rile lui p pentru ca variabilele aleatoare X §iY sa fie puternic, respectiv slab corelate 7 Sa
se calculeze variantele variabilelor aleatoare X si'Y . Variabila aleatoare Z este definita
ca Z = X%+ Y?; sa se calculeze varianta acesteia (se stie ca momentul de ordinul 4 al
unei gaussiene N(0,0?) este my = 30*). Pe ce drepte y = kx se afla perechile de valori
(x,y) pentru care fxy(z,y) este nenula ?

Tema 5.4 La intrarea unui circuit discriminator de semn, caracterizat de iesirea y =
1, daca x > 0,
—1, in rest.

rile {—3,—1,1,3}. Sa se calculeze functia de densitate de probabilitate de ordinul doi,

functiile de densitate de probabilitate marginala si coeficientul de corelatie intre variabila
aleatoare de iegire i cea de intrare.

se aplica un semnal x(t) ce poate lua cu probabilitati egale valo-

Tema 5.5 Se dau variabilele aleatoare u, v, w, independente de medie nula i varianta
o%. Pe baza lor se construiesc variabilele aleatoare X = u+ ov i Y = u — aw. Sa se
calculeze media si varianta variabilelor aleatoare X 1Y, coeficientul lor de corelatie si

sa se discute independenta variabilelor aleatoare X si'Y in functie de a.
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Tema 5.6 Functia de densitate de probabilitate de ordinul doi fxy(x,y) este constanta
pe domeniul spatial definit de triunghiul de varfuri (0,1), (3,4), (5,4) gi nula in rest.
Sa se determine expresia analiticd a functiei fxy(z,y), sa se calculeze densitatile de
probabilitate marginale, mediile si variantele variabilelor aleatoare X $iY . Sa se calculeze
probabilitatile P{X > Y}, P{X > 3|Y > 2}, P{X > Y|X > 4}. Sa se calculeze
momentul mxy = XY i coeficientul de corelatie a variabilelor aleatoare.

Tema 5.7 u si v sunt variabile aleatoare de medie m si variantd o2; pe baza lor se
construiesc variabilele aleatoare & = au — bv si n = au + bv. Sa se calculeze media gi
varianta noilor variabile aleatoare, precum si coeficientul lor de corelatie. Daca vari-
abilele aleatoare u si v ar lua doar valorile 0 si 1, sa se calculeze functia de densitate de
probabilitate de ordinul doi fey(z,y).

Tema 5.8 Functia de densitate de probabilitate de ordinul doi fe,(x,y) este reprezentata
prin impulsuri Dirac plasate in punctele:

{(_27 0)7 (_27 _1)7 (_17 _1)7 (07 _2)7 (07 O)a (L l)a (27 1)7 (2a 2)}
avand amplitudinile corespunzatoare:
{0.1,0.1,0.2,0.1,0.1,0.2,0.1,0.1} .

Sa se determine forma analitica a acester functii si sa se calculeze functiile de densitate

de probabilitate marginala, coeficientul de corelatie a perechii de variabile aleatoare si
probabilitatile P{{ < 0}, P{n <0}, P{¢ < 0|n < 0}.

Tema 5.9 Functia de densitate de probabilitate a unei perechi de variabile aleatoare ce
au mediile —1 st respectiv 2 este

5072

8

1
evton) = exp (=274 02+ 50— 27 - e - 2)).
Este acesta o distributie normala ¢ Care sunt variantele variabilelor aleatoare si care
este coeficientul de corelatie 7 Sa se calculeze covariatia perechii de variabile aleatoare si

sa se decida daca acestea sunt corelate, respectiv independente.

Tema 5.10 Se da functia de densitate de probabilitate de ordinul doi a perechii de vari-
abile aleatoare & sim :

k, daca 0 <z <1s50<y<r,
0, in rest.

fen(@,y) = {

Sa se calculeze coeficientul k si sa se reprezinte grafic. Sa se calculeze probabilitatile
P{¢ > n}, P{¢ < 0.5 gin < 0.5}, P{¢ < 0.5}, P{n < 0.5/ < 0.5}. Sa se determine
coeficientul de corelatie si functiile de densitate de probabilitate marginala a variabilelor
aleatoare & si ).
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Tema 5.11 Un generator de numere binare genereaza o secventda perfect aleatoare de
numere X;. Pe baza acestora se construiesc variabilele aleatoare A; = X; + X1 + X;_o
(suma algebrica a ultimelor trei numere binare generate) si M; = X;®X;_ 1 H X;_o (suma
modulo 2 a ultimelor trei numere binare generate). Se poate observa ca acesta din urma se
A;, daca A; < 1,
Ai_g, daca Az 2 2.
de probabilitate a variabilelor aleatoare A si M, functiile de densitate de probabilitate de
ordinul doi a perechilor de variabile aleatoare (A, X) si (X, M) si coeficientii de corelatie
intre variabilele aleatoare. Sa se determine probabilitatile P{X; = 0|X;,_1 = 0}, P{A; =
O’Ai,1 == 0}, P{Al == 2|Ai,1 - O}

mai poate scrie §i ca M; = { . Sa se calculeze functiile de densitate

Tema 5.12 Se da functia de densitate de probabilitate de ordinul doi a perechii de vari-
abile aleatoare € sin :

k,daca0<z<bsiz<y<z+2,
0, in rest.

fotz) = {

Sa se calculeze coeficientul k si sa se reprezinte grafic. Sa se calculeze probabilitatile
P{¢ = n}, P{€ = 2n}. Sa se determine valoarea o astfel ca P{¢ > an} = P{¢ < an}.
Sa se determine coeficientul de corelatie si functiile de densitate de probabilitate marginala
a variabilelor aleatoare & g1 1.

Tema 5.13 Se da functia de densitate de probabilitate de ordinul doi a perechii de vari-
abile aleatoare & sin :

k(1—2), daca 0 <z <45i0<y<2,
0, in rest.

foto) = {

Sa se calculeze coeficientul k g1 sa se reprezinte grafic. Sa se determine coeficientul de
corelatie si functiile de densitate de probabilitate marginala a variabilelor aleatoare & si
n. Valorile continue ale variabilelor aleatoare € i n se cuantizeaza, rezultdnd variabilele
aleatoare U g1 V.

3, daca & > 3,
2, daca 2 < & < 3,
1, daca 1 <€ <2,
0, daca & < 1.

1, daca 0 < n<291&<2,
sV = 0, daca 0 < <1 g12<E<L A4,
2,dacal <n<252<E<L<4

Sa se calculeze functia de densitate de probabilitate de ordinul doi a perechii de variabile
aleatoare discrete U i V. Sa se determine coeficientul de corelatie i functiile de densitate
de probabilitate marginald a variabilelor aleatoare U gt V. Sa se determine mediile si
variantele pentru variabilele aleatoare U si 'V .

Tema 5.14 Doua persoane, DI. A si DI. B doresc sa se intdlneasca in locul L intre
orele 12 si 13; intelegerea dintre ei este ca cel care ajunge primul sa astepte 15 minute.
Care este probabilitatea ca A si B sa se intdlneasca daca B ajunge la 12.30 ¢ Care este
probabilitatea globala de intdlnire dintre A si B ¢ La ce ora trebuie sa vina A daca nu
vrea sa se intdlneasca cu B, dar totusi vrea sa respecte intelegerea facuta ¢
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Tema 5.15 Doua wvariabile aleatoare discrete & st n au densitatea de probabilitate de
ordinul doi fe,(x,y) = %5(m,y —1)+ 1%5(:5 - lLy—1)+ 3—32(5(£E —-2,y)+ %(S(ZE -2,y —
2)+ 3—12(5(£E —3,y)+ké(x—3,y—2). Sa se determine constanta k si functiile de densitate
de probabilitate marginald fe(x) si f,(y); sa se calculeze mediile gi variantele celor doud
variabile aleatoare; sa se calculeze functia de corelatie si coeficientul de corelatie dintre
variabilele aleatoare. Sunt acestea corelate ? Dar independente ¢

Tema 5.16 Variabilele aleatoare & i n sunt independente gi distribuite uniform in in-
tervalele [a;b] respectiv [c;d]. Sa se determine functia de densitate de probabilitate a
variabilei aleatoare v = € + . (Indicatie: se foloseste (5.15)).

Tema 5.17 Variabilele aleatoare & i n sunt independente gi distribuite uniform in in-
tervalele [a;b] respectiv [c;d]. Sa se determine functia de densitate de probabilitate a
variabiler aleatoare v = & — 1.

Tema 5.18 Flie variabilele aleatoare &, v s n; sa se arate ca:

e covariatie(a&, bn) = ab-covariatie(£,n)
e covariatie(§ + n, ) =covariatie(¢, v)+covariatie(n, )
e covariatie(n, £) =covariatie(£,n)

(

e covariatie(§ + n,n + &) =covariatie(¢, £)+covariatie(n, n) + 2covariatie(&, n)

Tema 5.19 Variabilele aleatoare & si m sunt independente si au aceeasi varianta ag =

2

o, = o2. Sa se calculeze varianta produsului celor doud variabile aleatoare (sd se partic-

ularizeze pentru cazul in care cel putin una dintre variabilele aleatoare & g1 n are medie
nula).

Tema 5.20 Pentru variabilele aleatoare independente & st m sa se arate ca:

@ _ 2@ N2 7 7(2) M\ 72
Mg, = M7 M2 + (miD)” M +<m£ ) M.
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Capitolul 6

Procese aleatoare

Un proces aleator este o functie ce asociaza un numar real realizarii unui eveniment
la un moment de timp dat; daca ) este multimea evenimentelor elementare, 2 =
{w1,ws, ...,w, } atunci avem:

E:Qx R— R, {(wi,t;) = . (6.1)

Pentru un eveniment fixat w;, % (t) = £(t) este o realizare particulard a procesului
aleator.

6.1 Functia de repartitie si functia de densitate de
probabilitate

Functia de repartitie a procesului aleator este definita ca o extensie a functiei de repartitie
a unei variabile aleatoare ce are o desfagurare in timp; atunci valoarea acesteia intr-un
punct va fi probabilitatea ca valoarea unei realizari particulare a procesului aleator la un
moment de timp dat sa fie mai mica sau egala cu valoarea punctului specificat:

Fe(z,t) = P{V(t) <z} (6.2)

Functia de repartitie de ordinul n va fi:

Fe(21, 20, ooy Ty by, gy oo tn) = PLED(t1) < 21, €D (ty) < 29, ..., €V (t,) < 20} (6.3)

Functia de densitate de probabilitate este derivata functiei de repartitie:

ng(iL‘,t)
t) = —————=. 6.4
Functia de densitate de probabilitate de ordinul n va fi:
OF, s T 1, 2 ey T
fg(mlal‘?a"'7$natlat2a"'7tn) = g(th% 7 =2 ) (65)

81‘181‘2...81'n

Dupa cum se remarcad, ambele functii de baza ce caracterizeaza statistica semmnalului
aleator pot sa depinda de timp.
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6.2 Momente statistice ale semnalelor aleatoare

Momentele statistice ale unui proces aleator sunt definite prin extensia temporala a mo-
mentelor (mediilor) statistice ale unei variabile aleatoare. Momentul statistic [necentrat]
de ordinul £ al procesului aleator £ este:

e}

m®(t) = / a* fe(x, t)da. (6.6)

—0o0

Dependenta de timp a momentelor statistice este evidenta (functia de densitate de pro-
babilitate a procesului aleator este o functie de timp si variabila temporala se comporta
ca o constanta fatd de variabila de integrare), dar nu intotdeauna notatia momentului
statistic include factorul timp. Cazurile de interes sunt tot media (k = 1) si media
patratica (k = 2):

o0

@: /a:fg(m,t)da:
GORN RS

Momentele statistice centrate sunt definite analog:

o0

M® () = / (z—m))k felw, t)dz. (6.7)

—00

6.3 Medii temporale ale semnalelor aleatoare

Mediile temporale ale unui semnal (proces) aleator nu pot fi definite decat pentru o
realizare particulars a acestuia, deci pentru un £(t) = £@(¢). In general, media de
ordinul k este:

X T/2

—(k

0" =t 5 [ (e
—T/2

Cazurile uzuale de interes sunt mediile temporale de ordinul 1 (componenta continud) si
de ordinul 2 (puterea medie):

T/2
Y
-T/2
T/2
2
—T/2
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6.4 Corelatia proceselor aleatoare

Corelatia (si intercorelatia) proceselor aleatoare este definita in mod analog cazului varia-
bilelor aleatoare; si aici diferenta esentiala este determinata de introducerea dimensiunii
temporale. In plus, vor fi dous tipuri de functii de corelatie, depinzand de medierea
folosita: statistica sau temporala.

Functia de corelatie statistica este:

Bey(t1,t2) = E()(Ea) = / / 2y fon(, 9, 11, ) dady, (6.8)

—00 —0O0

care, pentru n = &, se transforma in autocorelatie:

Be(ty,t2) = £(t1)E(t2) = / /Zﬁlifzfg(iﬂl,$2,t1,t2)d$1d$2- (6.9)

—00 —0O0

Functia de corelatie temporald a proceselor aleatoare £ si 1 (calculatd evident pentru
realizari particulare ale proceselor) este:

T/2
Rey(m) = &()n(t — 7) Th—r>nooT /5 (t —7)d (6.10)
—T/2

6.5 Clase de semnale aleatoare

Semnalele aleatoare au fost clasificate dupa comportarea in timp a caracteristicilor sta-
tistice. Un semnal aleator ale carui caracteristici statistice sunt invariante in raport
cu schimbarea originii timpului (sau, echivalent, la orice translatie in timp) se numeste
semnal aleator stationar. Stationaritatea este de doua tipuri:

e stationaritate in sens larg (stationaritate slaba, stationaritate pana la ordinul doi):
daca functiile de repartitie (6.2), (6.3) (si respectiv de densitate de probabilitate
(6.4), (6.5)) de ordinele unu si doi sunt invariante la o translatie in timp; acesta
inseamna ca functiile de repartitie si densitate de probabilitate de ordinul unu nu
depind de timp si functiile de repartitie si densitate de probabilitate de ordinul doi
depind doar de diferenta de timp 7 = t5 — 1 :

Fg(.’lﬁ,t) = F§<t); f§<$,t) = fﬁ(x);

Fe(x1, @0, t1,t2) = Fe(x1,22,7); fe(@1, 22, t1,t2) = fe(x1, 22, 7).

Consecinta este ca momentele statistice pand la ordinul doi (6.6) (medie, medie
patratica, varianta) sunt constante, i autocorelatia (6.8) este o functie ce depinde
doar de diferenta de timp 7.
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e stationaritate in sens strict (stationaritate tare): daca functiile de repartitie (6.3)
(si respectiv de densitate de probabilitate (6.5)) de orice ordin sunt invariante la o
translatie in timp:

Fe(zq, 29, .oy Tp, t1, to, oo ty) = Fe(@1, 2, ooy Tyt + T te + 7, oty + 7),

fe(xr, 9, oy T, 1, by oy tn) = fe(@r, @y oyt + T ta + 7, by + 7).

Un semnal stationar in sens strict este stationar in sens larg; reciproca nu este
adevarata.

Pentru un semnal aleator stationar in sens larg, functia de autocorelatie are cateva pro-
prietati particulare speciale: este o functie para:

Be(r) = £()&(t —7) = §(t — 7)&(t) = Be(—), (6.11)

pentru care valoarea din origine este puterea semnalului aleator pe o sarcina egala cu
unitatea:

Be(0) = £(t)E(t) = E°(t) = P, (6.12)
pentru care limita asimptotica de la infinit este patratul mediei procesului aleator:
. 2
Be(oo) = lim &M — 1) = EDEE —7) = E(0) (6.13)

In plus, valoarea din origine a functiei de autocorelatie este un maxim absolut:

Be(0) = |Be(7)], V. (6.14)

Stationaritatea este o proprietate ce nu se poate determina decit pe baza multimii de
realizari particulare; in practica insa se dispune de céite o singura realizare particulara
a semnalelor aleatore, si deci se pune problema in ce masura caracteristicile statistice
determinate pe baza acesteia (deci medii temporale) sunt caracteristice pentru intregul
proces aleator (deci ca medii statistice). Un semnal aleator stationar pentru care mediile
statistice sunt egale cu mediile temporale se numeste ergodic.

6.6 Probleme rezolvate

Exemplul 6.1 Fie semnalul conditionat determinist x(t) = Asin(wt —l-.go), unde A st w

sunt constante i ¢ este o variabild aleatoare distribuita uniform in [0;7]. Sa se calculeze
media, media patraticd, varianta i autocorelatia statistica a semnalului; sa se verifice
stationaritatea semnalulus.

Rezolvare: Functia de densitate de probabilitate a fazei semnalului este:

1 dacd z € [0; 7],
0, in rest.

ol ={
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Media semnalului z(t) este:

z(t) = / z(t) fo(2)dz = / Asin(wt + 2) f,(2)dz = /%sin(u)t + 2)dz =
= cos(wt + 2) |5 = - (cos(wt + ) — cos(wt)) = 27 cos(wt).

La acelasi rezultat se poate ajunge si prin aplicarea medierii statistice:

z(t) = Asin(wt + ¢) = Asin(wt) cos ¢ + A cos(wt) sin ¢ = Asin(wt) cos p+

2
+A cos(wt) sin p = Asin(wt)cos g + A cos(wt)sinp = Asin(wt) - 0+ Acos(wt) - — =

7r
2A

== ).
- cos(wt)

Calculul medierii statistice a functiilor sinus si cosinus de ¢ s-a facut cu teorema mediei
(4.5):

oo 2 o
sinp = / sin zf,(2)dz = —; cos @ = / cos zf,(z)dz = 0.
77

Media patratica a semnalului z este:

22(t) = A?sin®(wt + ) = (Asin(wt) cos ¢ + A cos(wt) sin ¢)2 = A? sin’(wt)cos? o+

+A? cos?(wt)sin? ¢ + 2A? sin(wt) cos(wt)cos g sin ¢ =
1 1 A?
= A%sin®(wt) - 3 + A% cos?®(wt) - 3 + A? sin(wt) cos(wt) - 0 = 5

Varianta este:

Autocorelatia statisticid a semnalului z() este:

B(ty,ty) = z(t))x(ty) = A’sin(wt; + @) sin(wty + ) = A%sin(wt;) sin(wty)cos? p+

2
+A? cos(wty ) cos(wty)sin? ¢ + 5> (sin(wty) cos(wta) + cos(wty ) sin(wty)) sin 2¢ =

A? A? A? A?
=35 sin(wtq) sin(wts) + - cos(wty) cos(wty) = - cos(w(ty —tg)) = D) cos(wr).
Evident, semnalul nu este stationar, pentru ca media sa variaza in timp.

Exemplul 6.2 Fie procesul aleator z(t) = x coswt + ysinwt, unde x gi y sunt variabile
aleatoare normale de medie nula, independente. Sa se calculeze media i varianta proce-
sului aleator z(t), funclia de autocorelatie si sa se determine daca procesul este sau nu
stationar.
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Rezolvare: Media procesului aleator este:

2(t) = x coswt + ysinwt = x coswt + ysinwt = T coswt + Fsinwt = 0.

Media patratica a procesului aleator este:

22(t) = (v coswt + ysinwt)? = 22 cos? wt + y2 sin® wt + 2wy cos wt sinwt = 22 cos? wi+

+12 sin® wt 4 277 cos wt sin wt = 2T cos wt sin wt = o2 cos® wt + 03 sin? wt.

Varianta va fi atunci:

o2 = 22(t) — th =o?

z

2 cos® wt + 03 sin® wt.

Functia de autocorelatie statistica este:

B(ty,t2) = z(t1)2(t2) = (x coswty + ysinwty)(x coswts + ysinwty) = 22 cos wty cos wig+

—i—? sin wt; sin wty + Ty (cos wty sin wty + sin wty cos wty) =

= O'i coswty coswty + 03 sin wt; sin wts.

Dacd o7 = 07, = 0?, atunci:

02 = 22(t) = 0% §i B(ty,t2) = 0*cosw(t; — to) = 0% coswr,

si procesul aleator este stationar in sens larg.

Exemplul 6.3 Sa se demonstreze ca functia de autocorelatie a unui proces aleator sta-
tionar in sens larg este mazxima absolut in origine (demonstrarea relatiei (6.14)).

Rezolvare: Trebuie demonstrat cd Be(0) > |Be(7)|, V7. Daca evaluam:

(€(t) =&t — )2 =€(t) + &t — ) — 26(1)&(t — 7) = 2B¢(0) — 2B¢(7) > 0,

deci: B¢(0) > Be(7) (deoarece procesul este stationar si media nu depinde de momentul
de timp).

Daca evaluam:
(E(t) + &(t — 7)) = (1) + 3t — 7) + 26(1)E(t — 7) = 2B¢(0) + 2B¢(7) > 0,
deci: B¢(0) > —Be(T).

Exemplul 6.4 Fie procesul aleator y(t) = &(t) +n(t), unde & sin sunt procese aleatoare
stationare gi independente. Sa se calculeze functia de autocorelatie a procesului v in
functie de functiile de autocorelatie a celor doua procese aleatoare, stiind ca cel putin
unul dintre procesele & sim are media nula.
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Rezolvare: Functia de autocorelatie cautata este:
By(7) = ()t —7) = (£(t) +n(t)) (£E —7) +n(t — 7)) =

= E(0)EE =) +n(t)n(t —7) + ()Nt —7) + &(t = 7)n(t) = Be(r) + By(7).

Deoarece procesele ¢ si i sunt procese aleatoare independente, &(t)n(t —71) = £(t) -
n(t—71)si&(t —T1)n(t) = &(t — 1) -n(t). Deoarece procesele £ si n sunt procese aleatoare
stationare, £(t) = £(t — 7) si n(t) = n(t — 7). Atunci:

B, (1) = Be(7) + B, (1) + 2£(t)n(t) = Be(7) + By (1),
(pentru ca macar unul dintre procesele aleatoare este de medie nula).

Pentru a deduce o relatie generald (care sa fie valabila gi pentru medii nenule) trebuie s&

tinem seama c&, din (6.13), avem Bg¢(oo) = %Z; si atunci:

By(7) = Be(7) + By(7) + 24/ Be(00) By(00).

Exemplul 6.5 Un semnal aleator discret n(n) este obtinut din semnalul aleator stationar
&(n) de medie nuld prin n(n) = 1&(n) + 1€(n— 1) + 1€(n — 2). S se determine functiile
de autocorelatie a semnalului n(n) gi de corelatie intre semnalele n(n) gi &(n).

Rezolvare: Corelatia statistica dintre cele doua procese aleatoare se poate calcula dupa
formula de definitie (6.8) transpusa pentru momente de timp discret, ca:

Bik) = 0~ ) = (5600 + 3600~ 1)+ 160 -2)) €0 b) =

— SEE = B) + & — DGn — F) + 7&(n — 2)E(n— B) =
1
i

Pentru cazul in care procesul aleator {(n) este un zgomot alb, Be(k) = 6(k), si atunci
intercorelatia calculata devine:

= S Be(k) + Belk — 1) + 1 Belk —2).

<&d@:%&m+i&k—m+i&k—m.

Autocorelatia statisticd a semnalului aleator 7(t) este determinata conform (6.9), deci:

B, (k) = n(k)n(n — k) =

— (3600 + 3600 - 1+ 36 -2)) (360 =0+ Je— k= 1) + Gk -2)) =

= JEIEG— B + EEGn — F — 1) + EmEGn — F —2) + <E0n — D&~ R+
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+1—16g(n e k1) + 1—16g(n e k=2 + %gm e —h)+

=B DEm— F 1)+ 1 e - 9) =

1 1 1 1 1 1
= 7 Belk) + g Be(k + 1) + 2 Be(k +2) + 2 Be(k — 1) + 7 Be(k) + o Belk + 1)+

1 1 1
+§B€(l{3 — 2) + 1_6 g(]f — 1) + 1_6 g(]{) =

1 3 3 3 1

=—=B¢(k—2)4+ —=B¢(k—1)+ =Be(k) + =Be(k+ 1) + =Be(k + 2).

g Be(k = 2) + 7eBe(k — 1) + 2 Be(k) + 1o Be(k + 1) + 2 Be(k +2)

Pentru cazul in care procesul aleator £(n) este un zgomot alb, B¢(k) = 6(k), si atunci

autocorelatia calculata devine

1 3 3 3
Z —92) 4 = — 1)+ = =
o(k —2) + 166(k ) + 86(]{:) + 16

Bn(]f) = 3

o(k+1)+ %5(1@ +2).

6.7 Probleme propuse

Tema 6.1 Fie semnalul conditionat determinist x(t) = Asin(wt + @), unde ¢ §i w sunt
constante gi A este o variabili aleatoare distribuita uniform in [—M; M ] Sa se calculeze
media, media patratica, varianta si autocorelatia statistica a semnalului; sa se indice
stationaritatea semnalulus.

Tema 6.2 Fie semnalul conditionat determinist z(t) = Asin(wt + @), unde A si ¢ sunt
constante i w este o variabila aleatoare distribuita uniform in [wl;w2]. Sa se calculeze
media, media patratica, varianta si autocorelatia statistica a semnalului; sa se indice
stationaritatea semnalului.

Tema 6.3 Fie semnalul conditionat determinist z(t) = Asin(wt + @), unde A §i w sunt
constante §i @ este o variabila aleatoare distribuita uniform in [0; 27?]. Sa se calculeze
media, media patratica, vartanta st autocorelatia statistica a semnalului; sa se indice
stationaritatea semnalului. Sa se reia problema pentru cazul in care ¢ este o variabila
aleatoare distribuita uniform in [0;m/2].

Tema 6.4 £(n) este un semnal pur aleator de timp discret, de medie zero si varianta
Ug. Pe baza acestui semnal aleator se construiesc semnalele aleatoare n(n) =0.5-&(n) +
05-&(n—1) si y(n) = &(n) — &(n — 1). Pentru aceste noi semnale aleatoare sa se
calculeze momentele statistice de centrate si necentrate de ordinele 1 si 2 gi functiile de
autocorelatie si intercorelatie.

Tema 6.5 £(n) este un semnal pur aleator de timp discret, ale carui esantioane sunt
distribuite uniform in intervalul [—1;1]. Pe baza acestui semnal aleator se construieste
semnalul n(n) = £(n) +2-&(n — 1) + &(n — 2). Pentru acest nou semnal aleator sa
se calculeze momentele statistice centrate si necentrate de ordinele 1 i 2 si functia de
autocorelatie.
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Tema 6.6 Se considerd un proces aleator ergodic £(t), distribuit normal si avdnd functia
de autocorelatie R(7) = Ae™®I"l + B, unde A, B si a sunt constante. Sa se determine
media, varianta, media patratica, puterea medie si functia de densitate de probabilitate a
semnaluluz.

Tema 6.7 Functia de autocorelatie a unui proces aleator ergodic este
B (1) = k1 Si(m f17) + ko cos(27 for) + k.

Are procesul aleator x(t) componentele periodice si ce perioadd au acestea ¢ Care este
puterea medie, componenta continud si varianta procesului ?

Tema 6.8 Pentru semnalul periodic de perioada T = 2, determinat de:

[ U, dacat € [0;1],
z(t) = { 0, dacat € [1;2].

Sa se calculeze functia de autocorelatie, componenta continua si puterea medie.

Tema 6.9 Semnalul periodic de perioada T =T este definit de

1, daca t € [0;2],
z(t) =< =2, dacat € [6;7],
0, in rest.

Sa se determine puterea medie, componenta continud si dispersia semnalului folosind
functia de autocorelatie temporala.

Tema 6.10 Care sunt proprietatile unui semnal ce pot fi extrase din functia sa de au-
tocorelatie: perioada, varianta, componenta continua, proprietatile de simetrie, puterea
medie, faza, densitatea spectrala de putere. Cum se poate proceda?

Tema 6.11 Procesele aleatoare x(t) siy(t) au functiile de autocorelatie statistica B, (1) =
{ 25 — 16 ||, daca |7] < 1,

9, in rest.
riantele g1 mediile proceselor aleatoare. Sa se schiteze calitativ densitatile spectrale de
putere a celor doua procese aleatoare, si pe baza schitelor sa se arate care spectru de
putere este mai lat i care spectru de putere are componente de frecventa mai ridicata.

i By(t) = exp(—%). Sa se calculeze puterea medie, va-

Tema 6.12 Un semnal aleator binar este format din impulsurt de amplitudine U sau 0;
impulsurile incep la momente de timp kTy $i au o latime variabila (dar mai mica decdt
To), b. Latimea b a impulsurilor de amplitudine U este o variabila aleatoare distribuita
uniform in intervalul [0; %], independenta de r(t). Probabilitatea de aparitie a impul-
surilor de amplitudine nula este pg = 0.4 si acest caz poate fi asimilata cu un impuls de
latime 0. Sa se determine latimea medie a unui impuls si functiile de repartitie i de
densitate de probabilitate ale variabilei aleatoare b. Sa se calculeze functia de densitate
de probabilitate a semnalului aleator r(t) si functia de autocorelatie a acestuia.
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Capitolul 7

Teorema Wiener-Hincin

Densitatea spectrala de putere a unui proces (semnal) aleator £(t) este definita ca:

. Fourier HI?
q§<W) — Th_n)loo ’ ;&T( ))’ 7

(7.1)

unde £, (t) este restrictia semnalului aleator £(t) la intervalul [—T7; T1.

Teorema Wiener-Hincin afirmé cd pentru un proces aleator £(t), stationar in sens larg,
functia de autocorelatie si densitatea spectrala de putere sunt perechi Fourier:

ge(w) = Fourier { B¢(7)} si Be(1) = Fourier ! {ge(w)},

e(w) = [ Be(rlemdr; Be(r) = 5- [ aelw)ermd (7.2

7.1 Probleme rezolvate

Exemplul 7.1 Fie un semnal aleator ergodic, a carui densitate spectrala de putere este:

| A+ Cé(w), pentru |w| < wo,
q(w) = { 0, #n rest.

Sa se calculeze functia de autocorelatie a procesului aleator, valorile sale medii, si sa se
determine componenta acestuia.

Rezolvare: Teorema Wiener-Hincin (7.2) leaga densitatea spectrald de putere de functia
de autocorelatie prin:

00 wo wo

B —_= = — JwT = — A JwT JWT =
(1) = R(7) o /q(w)e dw o / e’ Tdw + / Cé(w)e’ dw
oo wo
C , A . c A1, .
_ = jwT o JjwT _ = 2T 7 (piwoT _ ,—jwoT)
o §(w)e™  dw + o / T dw 5 T o e (e e )
—00 —wo
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C A C LU[)A
=—+ —smwOT = — + — SiwyT.
27 27 s

Din proprietatile functiei de autocorelatie avem ca:

€0 — VB> - @ &0 = BO) = o+ 2 g2 94

Din gama de frecvente ocupate de densitatea spectrala de putere se poate deduce faptul
ca procesul aleator este un proces de zgomot de banda limitatd (wg) suprapus peste un
semnal constant % Variind valorile lui wq intre 0 gi 0o, cazurile extreme sunt: semnal
constant £(t) = g pentru wy — 0 gi un zgomot alb suprapus peste un semnal constant

pentru wg — 0.

Exemplul 7.2 Fie procesul aleator y(t) = &(t) +n(t), unde £ sin sunt procese aleatoare
stationare gi independente. Sa se calculeze densitatea spectrala de putere a procesului
in functie de densitatile spectrale de putere a celor doua procese aleatoare, stiind ca cel
putin unul dintre procesele & gi m are media nula.

Rezolvare: Densitatea spectrala de putere cautata este:
¢,(w) = Fourier { B,(7)}.

By(1) = v(@)y(t —7) = (£(t) +n(t) (£ —7) +n(t — 7)) =
=& = 1) +0(t)n(t = 7) + @)t —7) + £t = T)n(t) = Be(7) + By(7).

Deoarece procesele ¢ si 7 sunt procese aleatoare independente, &(t)n(t —71) = £(t) -
n(t—7)si&(t—71)n(t) =&(t — 1) -n(t). Deoarece procesele £ si n sunt procese aleatoare
stationare, £(t) = £(t — 7) si n(t) = n(t — 7). Atunci:

By(7) = Be(7) + By(7) + 28()n(t) = Be(7) + By(7) + 24/ Be(00) By(00).

Atunci transformata Fourier a functiei de autocorelatie este (tinand cont c& Fourier{1} =

216 (w)):

¢y(w) = Fourier { B¢(7)} = Fourier { B¢(7)} + Fourier { B, (1)} +
+ Fourier {2 Bg(oo)Bn(oo)} = ge(w) + g(w) + 471y / Be(00) B,y (00)6 (w).

Pentru cd méacar unul dintre procesele aleatoare este de medie nuld, Be(00) B, (c0) = 0 si
atunci:

(W) = ge(w) + gn(w).
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Exemplul 7.3 Procesul aleator de timp discret :v(n) este obtinut ca o medie mobila
din procesul aleator de zgomot £(n) prin z(n) = 1 (£(n) +&(n—1)). Sa se determine
densitatea spectrald de putere a procesului aleator x(n), folosind teorema Wiener-Hincin.

Rezolvare: Mai intai trebuie determinata functia de autocorelatie a procesului aleator
z(n):

Be(k) = z(n)z(n — k) = i(ﬁ(n) +En—1))(En—k) +&n—1-k)) =

q>|»—l B~ =

(s<n>s<n =) + E)E(n — 1K) +E(n — D&(n — F) + &(n— DE(n— k1)) =

1 1
—Be(k—1)+ ZBg(k +1).

(Be(k) + Be(k + 1) + Be(k — 1)+ Be(k) = £ Belk) + ¢

Cum procesul aleator £(n) este un zgomot, functia sa de autocorelatie este un impuls
Dirac, Be(k) = 6(k). Atunci

Bu(k) = %5(1@) + iauc S+ ié(k L),

Pentru determinarea densitatii spectrale de putere, teorema Wiener Hincin va trebui
aplicata sub forma discreta:

= i Bm<k.)eijkw7

k=—o00

, 1 . 1 1
e+~ = — 4 - cosw.

@)= 41
©\W) =757 Y 1 272

1
2

7.2 Probleme propuse

Tema 7.1 Fie £(t) un semnal aleator ergodic a carui densitate spectrala de putere este
ge(w) = . Vw gi fie semnalul determinist s(t) = 6(t). Sa se calculeze functiile de
autocorelatie a celor doua semnale i sa se interpreteze.

Tema 7.2 Functia de autocorelatie a unui proces aleator ergodic este data de:

TOTTO‘T' daca || < Tp,

Bx(r) = { 0, in rest.

Sa se reprezinte functia de autocorelatie si sa se verifice grafic proprietatile acesteia; sa
se determine componenta continua, puterea medie i varianta procesului aleator. Sa se
calculeze densitatea spectrala de putere a procesului aleator si sa se comenteze influenta
parametrului Ty asupra latimii functier de autocorelatie i asupra largimii de banda a
densitatit spectrale de putere.
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Tema 7.3 Semnalele aleatoare £(t) sin(t) au functiile de autocorelatie Re(T) = Ae=I™I+
Ccoswot §i R,(T) = Ae="l 4 B + Ccoswor. Sa se calculeze functiile de densitate
spectrala de putere asociata, sa se reprezinte grafic gi prin simpla inspectie a functitlor sa
se determine componenta semnalelor &(t) sin(t), precum i mediile statistice de ordinele
151 2.

Tema 7.4 Semnalul aleator £(t) are functia de autocorelatie Re(T) = Ae=I"l + B. Sa
se calculeze functiile de densitate spectrala de putere asociata, sa se reprezinte grafic §i
prin simpla inspectie a functitlor sa se determine mediile statistice de ordinele 1 g1 2 si
puterea medie a semnaluluz.

Tema 7.5 Densitatea spectrala de putere a unui semnal aleator este data de functia
q(w) = (w* 4+ 10w? + 9)71. Sa se determine media patratica a semnalului aleator.

Tema 7.6 Un proces aleator este determinat de x(t) = Asin(2nfot + @), unde A si
fo sunt constante iar ® este distribuita uniform in intervalul [0;27]. Sa se calculeze
densitatea spectrala de putere a procesului aleator.

Tema 7.7 Calculati autocorelatia proceselor aleatoare pentru care functiile de densitate

spectrald de putere sunt date de ge(w) = (1 +w*)™ §i g;(w) = (1 +w?) 72

Tema 7.8 Procesul aleator y(t) este construit din procesul aleator x(t) ca y(t) = x(t +
a) —x(t—a). Sa se calculeze functia de densitate spectrald de putere a procesului aleator
y(t). (Solutie: q,(w) = 4q,(w)sin? aw)

Tema 7.9 Sa se arate ca functia de autocorelatie a unui proces aleator stationar verifica
relatia:

1
R(0) — R(7) > o (R(0) — R(2"T)) .
Indicatie: folositi inegalitatea trigonomericd 1 — cos = 2sin?¢ > 2sin?&cos? & =
( g g 2 3 €087 5

1 (1 —cos20)).

Tema 7.10 Procesul aleator x(t) este de medie nuld gi functie de autocorelatie R, (T) =
Te=®Il cos Br. Procesul aleator y(t) este construit ca y(t) = x2(t). Care este densitatea
spectralt de putere a celor doud procese aleatoare ? Ce se intdmpla cu g,(w) dacd g, (w)
este de tipul trece jos (respectiv trece sus) ideal ?
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Capitolul 8

Trecerea semnalelor aleatoare prin
sisteme liniare

In cazul trecerii semnalelor aleatoare prin sisteme liniare, principala relatie de interes
(suplimentars fatd de legatura de tip convolutie intre semnalul de iegire gi semnalul de
intrare (8.1) gi derivata din aceasta) este cea care exprima densitatea spectrald de putere
a semnalului de la iesirea sistemului fata de densitatea spectrala de putere a semnalului
de la intrarea sistemului (8.2):

n(t) = &(t) * h(t), (8.1)

ay(w) = ge(w) [H(w)[*. (8.2)

O clasa particulara de sisteme liniare sunt filtrele adaptate la forma semnalului. Un
filtru adaptat la forma semnalului (sau, pe scurt, la semnalul) s(¢) are o functie pondere
definita ca:

h(t) = ks (—(t —70)) - (8.3)

Proprietatea remarcabild a filtrului adaptat (8.3) este aceea ca raspunsul siu la un semnal
oarecare aplicat la intrare este o varianta scalata si decalata in timp a functiei de corelatie
a semnalului de intrare si a semnalului la care filtrul a fost adaptat:

y(t) = &(t) * h(t) = kRes(t — 7o) (8.4)

8.1 Probleme rezolvate

Exemplul 8.1 La intrarea unui filtru trece jos ideal cu frecventa de taiere f7 = 1 kHz se
aplicd semnalul aleator £(t) = sin(2r10% + @) + n(t), unde n(t) este un zgomot alb si ¢
este o variabila aleatoare repartizata uniform in intervalul [0; 27]. Sa se calculeze functia
de autocorelatie statistica a semnalului £(t) si densitatea spectrala de putere a acestuia.
Daca n(t) este semnalul de la iesirea filtrului, sa se calculeze functia sa de autocorelatie
st densitatea spectrala de putere.
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Rezolvare: Definitia zgomotului alb precizeaza ca acesta este necorelat cu semnalul pe
care il afecteaza. Functia de autocorelatie statistica pentru semnalul £(t) este:

Be(ty, ts) = E(8)E(Ly) = (Sin(2710%, + @) + n(t1)) (Sin(2r10%s + @) + n(tz)) =

= sin(2710%; + ) sin(2710%5 + @) + n(t1)n(ts) + sin(2w10%; + p)n(tz)+

1
+sin(2710% 4 @)n(ty) = 5 (cos(2m10%4(tg — t1)) — cos(2m10%(t2 + t1) + 2¢))+

1 17
+B,(ty —t1) = 5 cos(2m10*7) + B, (1) — 3 / z cos(2710% (2 + t1) + 22) f,(2)dx =
1 i 1 1
=3 cos(2m10*7) + 6(7) — 5 /:vcos(27r104(t2 +1t) + 2m)2—d:c =3 cos(2m10*7) + §(7).
s

0

Semnalul £(t) este stationar in sens larg, si se poate aplica deci teorema Wiener-Hincin
(7.2) pentru a calcula functia de densitate spectrald de putere din functia de autocorelatie:

ge(w) = Fourier{ B¢(7)} = %Fourier{cos(27r1047')} + Fourier{6(7)} =
= % (§(w +2710%) + 6(w — 2710%)) + 1.

Functia de transfer a filtrului trece jos ideal este data de:

92 < — 3
H(w) = { 1, dacd |w| < 27 fp = 27107,

0, in rest.

Functia de densitate spectrala de putere a semnalului de la iegirea filtrului este determi-
natd conform (8.2):

an(w) = ge(w) [H(W)[*.
Efectudnd inmultirea, se obtine:

1, dacd |w| < 27 fr = 27103,
0, in rest.

) = 1) = {

(adicd un semnal de banda limitata, cu densitate spectrald de putere constanta, deci un
zgomot de banda limitata).

Functia de autocorelatie a semnalului de iegire este, conform (7.2), transformata Fourier
inversa a functiei de densitate spectrala de putere:

1
By,(r) = Fourier_l{qn(w)} == Si(27r1037').
T
|
v < I
Exemplul 8.2 Se da un filtru adaptat la semnalul s(t) = { 64’ ZA;?;;J“ N2 G4 se

determine raspunsul filtrului la semnalele de intrare s(t) si £(t) (unde &(t) este un semnal
aleator de tip zgomot alb).
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Rezolvare: Conform definitiei filtrului adaptat (8.3), functia sa pondere este data de:
h(t) = ks (—(t —70)) .
Atunci functia pondere in cazul particular studiat este:

ht) = k:A: dacd t € [T +70; T + 7o),
0, in rest.
Pentru ca filtrul sa fie cauzal este necesar ca —= + To = 0, deci 7 > %

Semnalul de la iegirea filtrului adaptat este produsul de convolutie a intrarii cu functia
pondere. Dacd la intrare sa aplicat semnalul s(t), la iegire vom avea:

o o

y(t) = s(t) x h(t) = / h(7)s(t —T)dr =k / s(to —7)s(t — T)dr =
iy / s(ro—t-+u)s(u)du = k / 5 (u— (t — 7)) s(u)du = kRy(—(t—70)) = kRy(t—o).

Deci iegirea este functia de autocorelatie temporala a semnalului de intrare, translatata
cu 7o. Functia de autocorelatie a semnalului s(t) este calculata ca:

* (t+T) daca t € [-T0],
R4(t) = / s(u)s(u +t)du = ¢ A*(T ) daca t € [0; 77,
oo 0, in rest

Atunci semnalul de iegire y(t) este:

kA% (t + T + 7o), dacd t € [T + 70; 7o),
y(t) =< kA* (T + 719 —1t), daca t € [19; T + 7o),
0, in rest.

Daci la intrarea filtrului se aplica semnalul de zgomot alb £(t), la iesirea sistemului vom
obtine:

o0 o)

y(t) = s(t) * h(t) = / et — 7)dr = / s(ro — T)E(t — T)dr —
- /2
=k / s(u)é(t — 1o+ u)du = kA / E(t — 1o + u)du.
—00 -T/2

Acest semnal de iesire este o variantd mediata a semnalului de intrare (mediere realizata
pe perioada T'). Cu cat T va creste, acest semnal de iegire se va apropia de media
temporala a zgomotului alb de intrare, deci de 0.

56



Exemplul 8.3 La intrarea unui filtru trece jos realizat cu o celula de filtrare RC se aplica
un zgomot de banda larga (proces aleator cu densitatea spectrala de putere constanta in
intervalul de frecventa [—wo;wo] §i nuld in rest), stationar. Sa se calculeze (aproximativ)
densitatea spectrala de putere gi functia de autocorelatie a zgomotului filtrat in cazurile in
care banda filtrului este mult mai mare, respectiv mult mai mica decdt banda zgomotulus.

Rezolvare: Celula de filtrare RC este un divizor de tensiune format dintr-un rezistor de
rezistenta R si un condensator de capacitate C inseriate; semnalul de intrare se aplica
intregii grupari serie; semnalul de iegire se culege de pe condensator. Functia de transfer
in frecventa a filtrului este:

1

el 1
Hw) =2 = .
() R+-5 1+jwRC

Modulul patrat al functiei de transfer este atunci:

1

|H(w)|? = 1+ (WRO?

Frecventa de taiere wp a filtrului este definita ca frecventa la care puterea la iegirea
filtrului este jumatate din puterea de intrare; puterea la iegire este proportionalda cu
puterea la intrare prin modulul patrat al functiei de transfer a filtrului, si atunci:

1 1
|H(w)|* = 5 — wrRC =1 < wy = FiTeh

Zgomotul alb aplicat la intrarea filtrului are o densitate spectrala de putere descrisa de:

| k, dacd w € [—wo; wo),
ge(w) = { 0, in rest.

Densitatea spectrala de putere a semnalului de la iegirea filtrului este data de (8.2), adica:
2
y(w) = ge(w) [H(w)]".

Cazul I: daca banda de trecere a filtrului este mult mai mare ca banda zgomotului, adica
wr > wo, putem aproxima functia de transfer a filtrului pe intervalul [—wg; wg] cu 1:

H (W) |oeiwomwn = [HO)* =1,

si atunci:
¢y(w) = ge(w), si deci B, (1) = Be(7).
) 00 I wo
B _ - oo—1 - —jwT _ —jwT _
«(7) = Fourier™ {ge(w)} o / ge(w)e 7 dw o / e 7T dw

—00 —wo

kwo .

= TO Si(woT)
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Cazul II: daca banda de trecere a filtrului este mult mai mica ca banda zgomotului, adica
wo > wr, putem aproxima:

k
14+ (wRC)?’

4() = k _ kwr < 1 1 ) '

9 B - —
1+<ﬁ> 2 \YwHwr Jw—uwr

Calculul transformatei Fourier inverse a acestei functii se face prin intermediul transfor-
matei Laplace bilaterale (inlocuind formal jw = s) si conduce la:

0,(w) = e(w) [H(w)[* = k| H ()| =

Be(1) = kwTT (U(r)e ™ + U(-7)e™T)

_ kwr olrlor e

2 "~ 2RC

=|T|wr

8.2 Probleme propuse

2, daca |w| < 57,
0, in rest.

La intrarea filtrului se aplica o secventa de variabile aleatoare (procesul aleator de timp
discret) necorelate de medie nula si varianta o2, £(n). La iesirea filtrului se obtine
secventa de variabile aleatoare (procesul aleator de timp discret) n(n). Sa se calculeze
gt sa se reprezinte grafic functiile de autocorelatie i de densitate spectrala de putere a
wntrarit i tesirit filtrului. Sa se calculeze puterea medie a semnalului de la iesirea filtrulus.

Tema 8.1 Un filtru trece jos ideal are functia de transfer H(w) =

: <1 —{—COS?T]%) , daca |f] < fo,

0, in rest.
la intrarea acestui filtru se aplica semnalul aleator a carui functie de autocorelatie este
Be(1) = aSiwyT + feoswat +y. Sa se calculeze functia de densitate spectrala de putere
a semnalului de la iesirea filtrului, componenta continud §i varianta acestuia. Sa se
calculeze valoarea efectiva a semnalului de iesire pentru fo = 25 Hz.

Tema 8.2 Un filtru are functia de transfer H(f) =

?

Tema 8.3 Un semnal este distribuit uniform simetric in jurul valorii 0; varianta o2 a
procesului este necunoscutd st se determind prin schema de masurare formata din blocuri
succesive: un redresor bialternanta cu factor de amplificare K urmat de un bloc de calcul

T
a componentei continue (Tlim % i y(t)dt). Care este relatia dintre marimea masurata
—00 0

M si functia de densitate de probabilitate a semnalului redresat, f,(y,t) ? Ce valoare
trebuie sa aiba constanta K pentru ca M = o2 ? Care este eroarea de masurare dupd
aceatd schema a varianter unui semnal gaussian de medie nula; in acest caz valoarea
masuratd este mai mare sau mai micd decdt valoarea reald ? Cum se poate calcula o2 din
functia de autocorelatie; in acest caz rezultatul este influentat de distributia particulara
a semnalului ?
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Tema 8.4 legirea unui sistem liniar, y(t), este determinatda in functie de semnalul de
intrare, x(t) :
y(t) = kx(t) + z(t — to).

Daca semnalul de intrare x(t) este distribuit gaussian in jurul valorii nule gi are den-
sitatea spectrala de putere q,(w) = Qo Si? (%), care este densitatea spectrala de putere
a semnalului de la iegirea sistemului ¢ Ce semnal de iesire se obtine pentru k = —1 si
to=% ?

Tema 8.5 legirea unui sistem liniar, y(t), este determinata in functie de semnalul de
zgomot de intrare, x(t) :
y(t) = z(t —t1) + ax(t — ta).

Functia de autocorelatie a semnalului aleator x(t) este B,(7) = Si(wt). Care este functia
de intercorelatie intrare-iegire i densitatea spectrald de putere de intercorelatie intrare-
tegire ¢ Ce se obtine pentrua = 0.3, t; =0.1 s gits =0.15 s ¢

Tema 8.6 Un proces aleator stationar &(t) cu functia de autocorelatie statistica Be(T) =
cos(2m1037) + e cu 7 € R se aplica la intrarea unui filtru trece bandd ideal, acordat
pe frecventa de 1 kHz si cu banda de trecere de 100 Hz. Fie n(t) rezultatul filtrarii lui £(t).
Sa se calculez puterea medie si densitatea spectrala de putere a semnalului aleator £(t);
sa se calculeze (cu o cdt mai buna aproximare) densitatea spectrala de putere i functia
de autocorelatie pentru semnalul de la iesirea filtrului trece banda.

Tema 8.7 Se da un filtru adaptat la semnalul s(t) = { 4, Adaca te 0T, . Sa se
0, in rest.
determine raspunsul filtrului la semnalele de intrare s(t) si £(t) (unde &(t) este un semnal

aleator de tip zgomot alb).

Tema 8.8 Doua celule RC' de filtrare trece jos sunt cascadate, iar la intrarea primei
celule se aplica un zgomot alb. Sa se calculeze densitatea spectrala de putere si functia de
autocorelatie a semnalului de iesire st sa se studieze influenta constantei RC a filtrulus
asupra proprietatilor statistice ale semnalului de iesire.

Tema 8.9 Modulul functier de transfer a unui filtru discret este de forma triunghiu-
lard, simetrica, maxima in origine; valorile nenule ale acestei functii sunt |H (O)]2 =1,
|H(1)|> = 0.5, |H(2)]> = 0.25. Daci la intrarea acestui filtru se aplici un semnal (de
timp discret) a carui functie de autocorelatie este B(k) = 27F, si se determine functia
de autocorelatie i densitatea spectrala de putere a semnalului de la iesirea filtrulua.
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Capitolul 9

Spatii de reprezentare a semnalelor

Sa consideram esantioanele la momentele nTj, ale realizarii particulare a unui proces
aleator z(t); acestea vor fi z(n) si vor forma un proces aleator de timp discret. Un numar
de N esantioane ale procesului aleator discret pot fi grupate intr-un vector coloana,
x = (2(0),z(1),...,z(N — 1))T. Considerand o bazd de functii (de timp discret) de
N esantioane {;(n)};,_gx—, proiectiile pe acestea ale procesului aleator formeaza o
descompunere a acestuia:

o) = Y i), .1

unde coeficientii y; sunt produsul scalar al vectorului x al procesului aleator cu functiile

bazei:
N—1

=y a(n)pi(n) = (x.0;) (9-2)

n=0
Acesta ultima relatie (care prezinta obtinerea coeficientilor cu care se face reprezentarea
procesului aleator in noul spatiu definit de baza de functii) mai poate fi scrisa sub forma
matriciala si ca:

y = Ax (9.3)

si poartd numele de transformare a vectorului (procesului aleator) x. Matricea A a
transformarii este definita de:

9.1 Transformari unitare

Transformarea definita de matricea A se numeste unitara daca matricea A este hermitica,
adica inversa sa este conjugata transpusei:

Al = (AT) (9.4)
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In acest caz, transformarea inversa se poate scrie:

y = Ax = x = (AT)"y (9.5)

Interesul deosebit ce se acorda transformarilor unitare este justificat de urmatoarele pro-
prietati ale acestora:

e energia procesului (semnalului) transformat se conserva:

2 2
[y 1™ = 1]

(aceasta inseamna ca transformarea unitara este o rotatie in spatiul n-dimensional,
deoarece conserva lungimea geometrica euclidiana a vectorilor)

e transformarea unitara comuta cu operatorul de mediere statistica:
y= Ax

e transformarea unitara conserva entropia semnalului

e transformarea unitara realizeaza o decorelare a componentelor din spatiul de baza
(initial) al semnalului si o concentrare a energiei in spatiul transformat pe un numar
mai mic de elemente.

9.2 Probleme rezolvate

Exemplul 9.1 Sa se demonstreze proprietatea transformarilor unitare de conservare a
energiet.

Rezolvare: In rezolvare vom folosi definitia transformarii (9.3) si caracteristica transfor-
marilor unitare (9.4):

N-1
IyI* =Y v’ (n) =y"y = (A%)" (Ax) = x" AT Ax = xTA " Ax = x"Tx = x|
n=0

Exemplul 9.2 Sa se gaseasca relatia dintre matricea de covariatie a procesului aleator
wmatial §t a celui transformat printr-o transformare unitara.

Rezolvare: Matricea de covariatie a unui proces aleator de timp discret este definita ca':

Cyx=(x—%)(x—%)T =R, —xx7,

! Conjugarea complexa a vectorilor reprezentand procese aleatoare se foloseste pentru cazul general
al proceselor aleatoare de valori complexe; notatia nu mai este necesara daca procesul aleator are numai
valori reale.
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unde:
R,(0) R.(1) R.(N —
R R, (N

(9.6)
R.(1-N) ... R,(-1) R.(0)

(deci matricea de corelatie are pe diagonale valorile functiei de autocorelatie a procesului

aleator; daci componentele x(n) sunt variabile aleatoare gi nu esantioane ale unui proces

aleator, atunci pe diagonala principala matricea de covariatie a vectorului x are variantele
respectivelor variabile aleatoare).

Pentru procesul aleator transformat y avem:

C,={y-Vy-—y7T=(Ax - AX)(Ax — AX)"T = A(x — X)(x — %)TAT =

—Ax-%X)(x—%)"TAT = AC, AT

Exemplul 9.3 Sa se demonstreze proprietatea de conservare a entropiei proceselor ale-
atoare printr-o transformare unitara.

Rezolvare: Entropia unui proces aleator (vector ale carui componente sunt variabile
aleatoare) este data de:

N 1
H(x) = 5} log,(2me |Cx| V).

Daca y este procesul transformat prin transformarea unitara definita de matricea A
atunci entropia acestuia este:

N 1 N * ¥
H(y) = Bl log,(2me |Cy| V) = ) log,(2me |[ACA™|Y) =

N 1 N 1
= 5 logy(2me [A|V [Co| ¥ [A*T|V) = Z-log,(2me(|A| |7 |)¥ |Cul V) = H(x)

pentru cd, conform (9.4):
AAT = AA T =1y,

de unde rezulta:
A[[A7Y = |Ix] =1

Exemplul 9.4 Un vector x are doua componente, variabile aleatoare de medie nula;
1 0.9
09 1
V3/2  1/2
—1/2 V/3/2
transformarea este unitara, ca energia este conservatda si sa se studieze proprietatea de
concentrare a energiei §i decorelare a componentelor in urma transformarii.

matricea de covariatie a vectorului x este Cy = < ); vectorul este transformat

prin transformarea caracterizata de matricea A = < > Sa se wverifice ca
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Rezolvare: Demonstrarea faptului ca transformarea este unitara se face prin verificarea
relatiei (9.4):

wr= (R ) (R ) - (0 ),

A*TA:A*TA:(\{%Q 353)(@3 %?Z)IG (1)>

1
. . [URDN 2 )
Energia continutd in vectorul x este||x||* = Y 2%(n) = x*Tx, adici este urma? (“trace”)
- . : n=0. .
matricii de covariatie C,. Matricea de covariatie a vectorului transformat este:

C, = AC,A" =

(V32 1)2 1 09 V3/2 —1/2\ [ 1+0.45V3 0.45
—\ —1/2 V3)/2 09 1 1/2 V32 ) 0.45 1-045V3 )°
Urmele celor doua matrici de covariatie sunt:

lyI?=14045v34+1-045v3=2=1+1= |x|]*.

Elementele de pe diagonala secundara a matricii de covariatie reprezinta evident covari-
atia dintre componentele vectorului; se observa ca valoarea acesteia este mai mica (0.45)
dup# transformare decat in vectorul initial (0.9). In acelasi timp, in vectorul initial ener-
gia era distribuita uniform pe componente, iar dupa transformare, prima componenta are
un procent de (14-0.45v/3)/2 = 88.97% din energia totald (deci energia a fost concentrati
in prima component).

9.3 Probleme propuse

Tema 9.1 Un vector x are doua componente, variabile aleatoare de medie nula; matricea

. : 1
de covariatie a vectorului x este Cx = < ) f ) (cu |p| < 1); vectorul este transformat

Vv3/2 1/2
—1/2 V/3/2
energia este conservata si sa se studieze proprietatea de concentrare a energiei gi decore-
lare a componentelor in urma transformarii.

prin transformarea caracterizata de matricea A = <

>. Sa se verifice ca

Tema 9.2 Sa se arate ca modulul determinantului unei matrici unitare este 1; sa se
arate ca toti vectorii proprii ar unet matrici unitare au modulul 1.

Tema 9.3 Un vector x are doua componente, variabile aleatoare de medie nula; matricea

. : 1
de covariatie a vectorului x este Cx = < ) f > (cu |p| < 1); vectorul este transformat

2Urma unei matrici este suma elementelor de pe diagonala principald a matricii.
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cosf sind o . 5
. . Sa se verifice ca

—sinf cosf

energia este conservata §i sa se studieze proprietatea de concentrare a energiei si decore-

lare a componentelor in urma transformarii. Sa se gaseasca valoarea lui 0 pentru care

concentrarea de energie este maxima st valoarea lui 0 pentru care componentele vectorului

transformat devin decorelate.

prin transformarea caracterizata de matricea A =

Tema 9.4 Un vector x are trei componente, variabile aleatoare de medie nula; matricea

1 0 p
de covariatie a vectoruluix este Cx = | 0 1 0 | (culp| < 1); vectorul este transformat
p 01
cosa sinacosf sinasin
prin transformarea caracterizatd de matricea A = | —sina cosacos(3 cosasin 3

0 —sin 3 cos 3
Sa se verifice ca transformarea este unitara, ca energia este conservata §i sa se studieze
proprietatea de concentrare a energiei i decorelare a componentelor in urma transfor-
marii. In ce conditii se obtine decorelarea totald a componentelor vectorului in urma
transformarii ?

Tema 9.5 Un vector x are trei componente, variabile aleatoare de medie nula; matricea

L pop
de covariatie a vectorului x este Cx = p 1 0 | (|p| < 1); vectorul este transformat
p 0 1
cosacos3 sina cosasin 3
prin transformarea caracterizata de matricea A = | —sinacos cosa —sinasinf

—sin 3 0 cos 3
Sa se verifice ca transformarea este unitara, ca energia este conservata §i sa se studieze
proprietatea de concentrare a energiei i decorelare a componentelor in urma transfor-
marii. In ce conditit se obline o concentrare maxima de energie in prima componenta a
vectorului transformat ¢

Tema 9.6 O transformare unitara este caracterizata de matricea

a b c
A=l V2 % B
0 -7 x

Transformarea se aplica unui vector X, ale carui componente sunt variabile aleatoare
de medie nula, variante unitare si coeficienti de intercorelatie egali. Care trebuie sa fie
valorile constantelor a, b si ¢ pentru ca in urma transformarii variabilele aleatoare sa fie
decorelate ?
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Varianta A

NOTATII UTILIZATE

¢ @ variabila aleatoare cu valori reale

P{} : probabilitatea unui eveniment

() : multimea evenimentelor elementare; cAmp complet de evenimente

F¢ : functia de repartitie a variabilei aleatoare £

F¢(z) : valoarea functiei de repartitie a variabilei aleatoare £ in punctul =
fe : functia de densitate de probabilitate a variabilei aleatoare £

fe(x) : valoarea functiei de densitate de probabilitate a variabilei aleatoare £ in punctul
x

k)

mé : momentul statistic [necentrat] de ordinul & al variabilei aleatoare &

my, : momentul statistic [necentrat] de ordinul & al variabilei aleatoare curente
Mék) : momentul statistic centrat de ordinul k£ al variabilei aleatoare &

M, : momentul statistic centrat de ordinul k al variabilei aleatoare curente
k : ordinul momentului statistic

ag : varianta variabilei aleatoare &

o” : varianta variabilei aleatoare curente

pe : media statisticd a variabilei aleatoare §

1 : media statistica a variabilei aleatoare curente

— : operatorul de mediere statistica

N(u,0?) : distributie normals de medie y si varianta o2

6(x) : distributia (impulsul) Dirac (delta) unidimensionald

U(x) : functia treapta unitate

Si(x) = #2Z : functia sinus cardinal
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6(x,y) : distributia (impulsul) Dirac (delta) bidimensionala

n : variabild aleatoare cu valori reale (in general ca rezultat al transformarii variabilei
aleatoare ¢)

fen : functia de densitate de probabilitate de ordinul doi [a perechii de variabile aleatoare

&, ]

fen(z,y) : valoarea functiei de densitate de probabilitate de ordinul doi [a perechii de
variabile aleatoare £, n] in punctul (z,y)

F,, : functia de repartitie de ordinul doi a [perechii de variabile aleatoare &, 7]

Fep(z,y) - valoarea functiei de repartitie de ordinul doi [a perechii de variabile aleatoare
€, n] in punctul (z,y)

Be, : corelatia variabilelor aleatore £ si 7

K¢, : covariatia variabilelor aleatore £ si n

Pey + coeficientul de corelatie a variabilelor aleatore & i n

&(t) : proces aleator cu valori reale

F¢(x,t) : valoarea functiei de repartitie a procesului aleator £ in punctul x

(x,t) : valoarea functiei de densitate de probabilitate a procesului aleator £ in punctul

8 &

Fe(xq, 29, ..., T, t1, ta, ..., t,) : functia de repartitie de ordinul n a procesului aleator £

fe(x1, 22, ...s T, 1, ta, ..., ty,) © functia de densitate de probabiltate de ordinul n a proce-
sului aleator &

7 operatorul de mediere temporald (pentru un semnal sau proces aleator)
Be,(t1,t2) : functia de corelatie statistica a proceselor aleatoare £ si n

Re,(7) : functia de corelatie temporala a proceselor aleatoare & si 7

Be(t1,t2) : functia de autocorelatie statisticd a procesului aleator £

Be(7) : functia de autocorelatie statisticd a procesului aleator stationar £
Fourier{}, Fourier '{} : transformata Fourier, respectiv transformata Fourier inversa
¢e¢(w) : densitatea spectrald de putere a procesului aleator &

x : operatorul de convolutie liniara

A, |A|: matricea A, respectiv determinantul matricii A

x : vectorul x (realizarea procesului aleator de timp discret z(n) cu N egantioane)
Cy : matricea de covariatie a procesului aleator de timp discret x(n)

R, : matricea de corelatie a procesului aleator de timp discret x(n)

Iy : matricea unitard de ordin N
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