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Transformarile unitare = prelucrari de tip integral (la
calculul noii valori a unui pixel al imaginii transfor-
mate contribuind valorile tuturor pixelilor din imag-
inea original3)

Transformarea se referd la o clasd de matrici unitare
folosite pentru reprezentarea imaginilor intr-o bazs (de
imagini)

O matrice A de dimensiune N x N este unitara dac3
inversa ei este matricea A*

AA ' =4 AT =2aT . A=1y

unde * reprezinta operatia de complementare in
multimea numerelor complexe, T reprezint3 operatia de
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transpunere a unei matrici, iar Iy este matricea identitate
de dimensiune N X N:

1 0 0
010 0
e 0 1 0
000 .. 1

Pentru un vector uni-dimensional u de dimensiune N, de
forma:
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W(N—1)

se numeste transformare unitara directa relatia:

v(k):NZ_’la(k,n)u(n), 0<k<N-1 (1)
n=0

unde v(k) reprezintd elementele vectorului transformat v,
iar a(k,n) sint elementele matricii A.
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Matricial aceasta relatie se poate scrie astfel:

v=A-u

Transormarea unitara inversa este dat3 de relatia:

N—1
u(n) = Z v(k)-a*(k,n), 0<n<N-1
k=0

care se scrie matricial astfel:

T
u=A""-v
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Pentru o imagine u(m,n), de dimensiune N x N,
transformarea directd are urmatoarea forma:

~IN-1
Z Zumn -ag(m,n), 0<k,<N-1

m=0 n=
iar transformarea inversa:
N—IN—1

=Y Y vki)-a;,(mn), 0<mn<N-—1
k=0 k=0

u(m,n)

unde coeficientii {a;(m,n)} poartd numele de
transformare unitara bidimensionala, si reprezinta un
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set de matrici de baza ortonormale, iar v(k,l) reprezint3
transformata imaginii u(m,n).

Aceste matrici de baza respectd conditia de

ortonormalitate:
N—IN—1
Z ag(m,n) - ay y(m,n) = S(k—K,1-1)
m=0 n=0 i

g oL k=K&l=1,
Yok l)_{ 0, in rest.
pentru Vk,I.

O astfel de transformare este caracterizati de N*
coeficienti ay;(m,n).
Pentru calculul unui singur element este nevoie de N2
nmultiri = complexitatea este O(N*) (putand fi redus3
la O(N3) dac3 transformarea este separabil3)
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O transformare este separabila, dacad elementele
axi(m,n) ce o definesc pot fi scrise ca produs de
alte doua elemente, grupate dupa perechi de indici

ay(m,n) = ar(m)-by(n) = a(k,m)-b(l,n)

unde, matricile A = {a(k,m)} si B={b(l,n)} trebuie s3
fie la randul lor unitare, adica:

AAT=aT A=y B BT=BT.B=1I

In ipoteza separabilitatii relatiile anterioare devin:
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N—-1N-1

=Y Y a(k,m)-u(m,n)-b(l,n)

m=0 n=0

N—1N-1

=Y Y a'(k,m)-v(k,1)-b*(,n)

k=0 k=0

Matrial se poate scrie:

V=A-U-BT

U=a7T.v.B*
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unde U = {u(m,n)} reprezintd imaginea original3, iar
V = {v(k,l)} reprezint3 imaginea transformats.

In practica se folosesc numai transformari separabile,
pentru care, in plus, se alege B=A

In acest caz, vom avea o singura matrice A unitara care
defineste transfomarea

N—1N—-1

Z Zakm m,n) -a(l,n)

m=0 n=

u(m,n) =Y 2 a*(k,m)-v(k,0)-a*(I,n)
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Matricial:

V=A-U-AT

U=A7T.v.A*
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Proprietatile transformarilor unitare

O transformare unitard conserva energia semnalului

Energia semnalului u este data de norma la patrat a
spatiului in care este reprezentat semnalul:

In general transformarea se alege astfel incat energia s3
fie inegal distribuita ™n spatiul transformatei, chiar daca
ea era uniform distribuita Tn spatiul original.
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Entropia unui semnal discret cu valori aleatoare se
conserva printr-o transformare unitard (se pastreazd
informatia continutd in semnal)

Coeficientii Tn spatiul transformatei sunt decorelati
sau aproape decorelati

Transformata optima care compacteaza maximum de
energie Tntr-un numar dat de coeficienti si care in acelasi
timp decoreleaza complet acesti coeficienti, este
transformarea Karhunen-Logéve.
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Transformata Fourier unidimensionala

Pentru un semnal unidimensional u de dimensiune N,
transformarea Fourier directa este data de relatia:

v(k):Zu(n)~e N Vk=0.N-1
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Astfel definits, transformarea Fourier nu este unitara.

Urmatoarele relatii definesc transformarea Fourier
unitara, directa si inversa:

1 Nzl mjkn
v(k)zﬁ Y u(n)-e ¥ Vk=0.N-1
n=0
1 N—-1 omjkn
un)=—= )Y vk)-e ¥ Vvn=0.N—1
N >0
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Dac3 definim matricea F = {f(k,n)} a transformirii,
avand elementele:

2m jkn
e N

flk,n) = k,n=0..N—1

L
VN

atunci transformarea Fourier se poate scrie matricial
astfel:

600
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Matricea F are proprietate ¢ F = FT.
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Transformarea Fourier bidimensionala
Fie o imagine U = {u(m,n) };y n—=0.n—1, de dimensiune

N X N. Imaginea transformata Fourier
V = {v(k,1) }xi=0.n—1, n ipoteza separabilitatii:

NZLN=L 2mj(kim-+n)
v(k,l) = B Y Y uimm)-e i

m=0 n=0

iar transformarea Fourier inversa este:

21\', J( km+l 2mj(km-+In)
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_ Matricial:

s : _V:F-'U._F

V-F*




Transformata cosinus este o transformata unitara
separabild, definits de matricea C = {c(k,n)}

1
L k=0,0<n<N-1
c(k,n) v

) fEeos@E™ < k<N—1,0<n<N-1

Transformata cosinus, directd si inversad, pentru un
semnal unidimensional, este dat3 de relatiile:
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Nl (2n+ 1)mk
k) = ok 0<k<N-—1
V(6) = k) 3 ulmeos =, 0k
NI (2n+ 1)mk
= k)v(k 0<n<N-—1
u(n) ,,gba( Yv(k)cos o , 0<n<
unde

1 [2
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Matricea C are proprietatea ca C = C*, elementele sale
fiind numere reale
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Transformarea cosinus nu este partea reald a trans-
formarii Fourier
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Transformata sinus este o transformata unitara sep-
arabild, definitd de matricea S = {s(k,n)}

[ 2 k+1 1
s(k,n) = sin( et )n, 0<k,n<N-1
N+1 N+1

Baza de functii sinus:

Titlul

Prelucrari integrale
Transformari unitare.. . .
Transformata Fourier . ..
Transformata cosinus. ...

Transformata sinus. ..

Transformata Hadamard
Transformata Haar

Page 25 of 37
4
< >
| &=
Full Screen
Search

Close

K P12008 J




N o os
:‘ 05 as|
o TR W Ty 200 400 800 800 1000 o 200 400 600 800 1000
. .
i = 3
200 400 600 80O 1000 o 200 400 600 800 1000 o 200 400 600 800 1000

Relatiile ce definesc transformarea sinus unidimensionald,
directa si inversa, sunt urmatoarele:

[ 2 Nl 1 1
v(k) = VTl Z’u(n)sinW7 0<k<N-1
=0

n
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2 Nl 1 1
u(n) = | ——— Zv(k)sinw7 0<n<N—1
I N+ 1

Matricial:
V=S-U-S
U=S-v-§S

Matricea S are proprietatea c3 § = §* =57 = §~!

Transformarea sinus nu este partea imaginara a
transformarii Fourier
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Elementele bazei de vectori ce caracterizeaza
transformata Hadamard iau valori binare 1 —-
transformata Hadamard e mai potrivitd pentru analiza
semnalelor digitale

Matricile H, ale transformatei Hadamard sunt matrici de
dimensiune N x N, unde N este o putere a lui 2,
N=2"n=1,2,3..., si sunt generate pornind de la
matricea de baza:

=} )

folosind recurenta produsului Kronecker:

Titlul

Prelucrari integrale
Transformari unitare . . .
Transformata Fourier . ..
Transformata cosinus . . .
Transformata sinus di. . .

Transformata Hada. ..

Transformata Haar

Page 28 of 37
4
< >
| &=
Full Screen
Search

Close

K P12008 J




1 H, H,
H,=H, 1 ®H =H ®H,_| = —
n n—1 1 1 1 \fZ( H, i —H,

De exemplu, pentru n = 3, matricile Hadamard vor fi:

H3 =H| ®H>

H, =H| ®H,;
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Matricial, transformata Hadamard unidimensionala a
unui vector u, de dimensiune N X 1, este un vector y:

v=Hu

iar transformarea inversa:
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u=Hy

unde H = H,, iar n =log>N.

Formele explicitate ale acestor relatii sunt urmatoarele:

1 N—1
vik) = — Y u(m)(—1)**EM  0<k<N-1
\/NInZ:’O

1 N—1
uim) = — Y vk) (=)’ 0<m<N-—1
Ui L

unde
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iar {k;}, {m;} sunt reprezent&rile binare ale lui k si m:

{

n—1
b(k,m) =Y kimi; ki,m;=0,1
i=0

k= ko+2k1—|—...—|—2nilkn,|
m= my+2m+..+2"\m,_,
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Functiile Haar hy(x) se definesc pe un interval continuu,

x€[0,1], pentru k=0,...,N—1, unde N =2". Numarul Tl
A~ - N ‘ Prelucrdri integrale
intreg k poate fi descompus in mod unic ca: EA————
Transformata Fourier . . .
Transformata cosinus. ..
Transformata sinus di. . .
— D o Transformata Hadamard
kS 2ihg]
. Page 34 of 37
unde 0<p<n—1,¢g=0,1pentru p=0si 1 <g<2F A
pentru p # 0.
De exemplu, pentru N =4, valorile k, p si g sunt 4 >
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Pornind de la reprezentarea numarului intreg k printr-o
pereche de numere intregi (p,q), functiile Haar se

definesc astfel:

ho(x) = hoo(x) = %

x€0,1]
q—1 a3
o SX<
o <x<5
x€[0,1]
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Transformata Haar se obtine pentru valori discrete ale lui
x de tip m/N, pentru m=0,1,...N— 1. Pentru N =8,
matricea H a transformarii Haar este urmatoarea:

1 1 1 1 1 1 1 T3
1 1 1 1 -1 -1 -1 -1
V2T, V2 EENE 2 O 0 el
g Ll 00 0 Th0TV2Z V2 V2 -2
NG 2. =2 0 0 0 0 0 0
0 0 2 -2 0 0 0 0
0 0 0 0 2 =2 0 0
L 0 0 0 0 0 0 2T
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