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Cuvant 1nainte

Aceasta lucrare reprezinta baza cursului de Teoria transmisiunii informatier 2, curs de
traditie al Facultatii de Electronica, Telecomunicatii si Tehnologia Informatiei din Uni-
versitatea “Politehnica” Bucuresti, obligatoriu pentru toti studentii anului I1I, indiferent
de specializarea pe care o urmeaza. Structura prezentarii urmareste, deci, fidel structura
cursului, ale carui baze au fost puse de domnul profesor Alexandru Spataru si sunt expuse
in lucrarea [2].

In plus, se presupune ca cititorii sunt deja familiarizati cu o serie de notiuni (precum al-
gebra liniara, integrale multidimensionale, analiza Fourier, teoria sistemelor liniare, teoria
informatiei) care sunt dobandite la cursurile urmate in primii doi ani de studiu (Algebra
liniara, Analiza, Matematici speciale, Semnale, circuite si sisteme, Teoria Transmisiunii
Informatiei 1). De asemenea, se presupune ca cititorii sunt familiarizati cu notiunea de
probabilitate, (notiune esentiala pentru aceasta lucrare) despre care sunt doar reamintite
pe scurt elementele de baza.

Dorim sa multumim D-lui Vasile Buzuloiu, profesor la Catedra de Electronica Apli-
cata si Ingineria Informatiei a Facultatii de Electronica, Telecomunicatii si Tehnologia
Informatiei. Prezenta continua a Domniei Sale alaturi de noi de-a lungul ultimilor zece
ani a contribuit esential la formarea noastra (stiintifica si umana) astfel incat contributia
Domniei Sale la aceasta lucrare este cu mult mai importanta decat ajutorul direct dat la
redactarea si revizuirea ei.

De asemenea, dorim sa multumim D-rei Lavinia Darlea si D-lui Bogdan Ionescu, doc-
toranzi la Laboratorul de Analiza gi Prelucrarea Imaginilor, care au avut bunavointa si
rabdarea de a parcurge minutios materialul, ajutand, astfel, substantial la imbunatatirea
formei lui.

Aprilie 2005,

Autorii
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Capitolul 1

Introducere

Spre deosebire de abordarea determinista a prelucrarii semnalelor, in care fiecare semnal
este considerat o entitate de sine statatoare, in prelucrarea statistica se ia in considerare
faptul ca un semnal purtator de informatie apartine unei anumite clase de semnale (spre
exemplu, semnal vocal etc.) clasa ce poate fi caracterizata prin anumiti parametri statis-
tici. Scopul teoriei statistice a semnalelor este definirea acestor parametri gi utilizarea lor
pentru o prelucrare eficienta a semnalelor.

Prima parte a acestei lucrari este dedicata definirii marimilor care caracterizeaza statis-
tic semnalele aleatoare. In capitolul |2| sunt reluate pe scurt elementele de baza ale teoriei
probabilitatii, pe care le vom utiliza in capitolul 3] pentru introducerea notiunii de variabila
aleatoare: sunt definite marimile statistice ce caracterizeaza variabilele aleatoare (functie
de repartitie, densitate de probabilitate, momente) si este discutata in detaliu problema
modificarii acestora prin aplicarea unei functii cunoscute variabilei aleatoare. Capitolul
trateaza problema caracterizarii statistice comune a unei perechi de variabile aleatoare, cu
ajutorul careia se pot trage concluzii referitoare la gradul si tipul de dependenta statistica
intre acestea.

Toate marimile definite si toate rezultatele obtinute pentru variabilele aleatoare vor
servi in capitolul 5| pentru caracterizarea statistica a semnalelor aleatoare. Sunt definite
notiunile, extrem de importante, de stationaritate si ergodicitate a semnalelor. De aseme-
nea, se definesc marimi statistice care sa caracterizeze semnalele din punct de vedere
spectral gi este demonstrata o teorema fundamentala in prelucrarea semnalelor (teorema
Wiener-Hincin) care face legatura intre marimile statistice temporale si spectrale. De
asemenea, este studiata modificarea marimilor statistice la trecerea semnalelor prin sis-
teme liniare, invariante in timp.

Partea a doua a lucrarii prezinta problema prelucrarii semnalelor aleatoare folosind
caracteristicile statistice definite in prima parte. Capitolele [6] si [7] trateaza probleme
de decizie statistica: detectia semnalelor si estimarea parametrilor. In primul caz, este
vorba despre identificarea cat mai precisa, in prezenta zgomotului, a unui semnal dintr-o
multime finita de semnale cunoscute (cu aplicatie in extragerea informatiei in transmisiuni
digitale), in timp ce in al doilea caz, problema este de a estima cat mai precis (de aseme-
nea, in prezenta zgomotului) a unui parametru necunoscut al unui semnal cunoscut. In
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capitolul [§] se introduce reprezentarea in timp discret a semnalelor aleatoare si se discuta
notiunea de model aleator pentru generarea semnalelor de interes. Capitolul [J] prezinta
problema estimarii optimale a formei semnalelor prin filtrare liniara, si sunt prezentate
doua aplicatii de interes practic ridicat: reducerea de zgomot si predictia. In capitolul
este tratata problema reprezentarii semnalelor in alte coordonate, cu aplicatii imediate
pentru analiza si compresia datelor. In sfarsit, in capitolul este discutata problema
cuantizarii semnalelor, adica a transformarii naturii valorilor semnalelor din continuu in
discret.

A treia parte a lucrarii (capitolul propune o incursiune interesanta in lumea unei
clase particulare de semnale aleatoare, si anume imaginile. Mai precis, sunt prezentate
cateva aplicatii ale prelucrarii statistice a semnalelor in domeniul, extrem de actual, al
prelucrarii si analizei imaginilor digitale. Scopul principal al acestei parti este de a-i da
cititorului, pe exemple concrete, o notiune despre utilitatea tehnicilor descrise in aceasta
lucrare, notiune care, datorita ariditatii prezentarii (ce nu poate fi ocolita pe alocuri) risca
sa treaca altminteri neobservata...



Capitolul 2

Notiuni de teoria probabilitatii

2.1 Introducere

Probabilitatile sunt instrumentul matematic de baza pentru prezenta lucrare, drept pentru
care vom relua in acest capitol elementele de baza din teoria probabilitatii ce ne vor fi
de folos In continuare. Trebuie sa precizam ca nu avem intentia de a face o prezentare
exhaustiva a teoriei probabilitatilor, pentru aceasta cititorul fiind rugat sa apeleze la una
dintre numeroasele lucrari de referinta din domeniu (spre exemplu [3]).

Asupra probabilitatii unui eveniment exista o acceptiune foarte evidenta venita dinspre
practica. Daca repetam un experiment de N ori, iar evenimentul A se produce de N4 ori,
atunci probabilitatea P(A) de producere a evenimentului A este:

P(A) = lim =4, (2.1)

Din pacate, aceasta descriere intuitiva a probabilitatii unui eveniment, desi adevarata,
este insuficient de precisa pentru a putea permite o constructie matematica pe seama ei,
datele fiind astfel imposibil de manipulat. Aceasta constructie matematica a teoriei pro-
babilitatilor, de care avem nevoie in continuare, se face pornind de la trei proprietati pe
care le acceptam fara demonstratie (axiome). Trebuie sa remarcam ca desi abordarea e
diferita, totusi exista o potrivire perfecta a realitatii practice, descrise de relatia (2.1)), pe
intregul esafodaj matematic construit pe baza celor trei axiome.

Sa incepem prin a stabili terminologia folosita in teoria probabilitatilor. Fie Q =
{w1, we, ...} multimea tuturor rezultatelor posibile ale unui experiment. In teoria proba-
bilitatii, elementele w; se numesc realizari experimentale, submultimile A C ) se numesc
evenimente, multimea €) se numeste evenimentul sigur, multimea vida () se numeste eveni-
mentul imposibil, iar submultimile formate din cate un singur element {w;} se numesc
evenimente elementare. Doud evenimente A si B se numesc incompatibile dacd ANB = ().

Daca la o desfagurare a experimentului s-a observat ca rezultat al acestuia elementul w;,
atunci se spune ca evenimentul A s-a produs (sau a avut loc) dacd w; € A. De asemenea,
daca w; € B, se spune ca evenimentul B nu s-a produs. In acest sens, este evident ca
evenimentul Q se produce la fiecare desfisurare a experimentului, iar evenimentul () nu
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se produce niciodata. De asemenea, doua evenimente incompatibile nu se pot produce
simultan niciodata.

Din definitiile date H}ai sus, rezulta ca la o desfagurare a experimentului se produc concomitent
mai multe evenimente. Intr-adevar, daca se observa w;, se produc toate eveniIAnentele A > w;. Sa
exemplificam acest lucru pe experimentul care constd in aruncarea zarului. In acest caz, ) este
multimea tuturor celor gase fete ale zarului Q@ = {fi, fa,..., f6}. Dacid zarul cade, la o aruncare,
pe fata fo, atunci se produc in acelagi timp evenimentele distincte A = {fatd pard} = {fo, fa, f6},
B = {fatd cu numar < 3} = {f1, fo2, f3}, C = {f2, f3}, In timp ce evenimentele D = {fatd impard} =
{f1, f3, f5}, E = {fatd cu numar >4} = {f4, f5, f6} etc. nu se produ(ﬂ

Un alt exemplu in acelasi sens este urmatorul: consideram o cutie ce contine mai multe forme
geometrice, caracterizate de culori, forme si dimensiuni diferite. De exemplu: “sfera mica si rogie”,
“cub mare gi verde”, “tetraedru mare si albastru” etc. In acest caz ={multimea tuturor pieselor
din cutie}. Dacé la extragerea la intdmplare a unei forme din cutie se scoate, si zicem, sfera mare
si galbend, atunci au loc concomitent evenimentele A ={sferd}={multimea tuturor formelor de form&
sfericd}, B ={galben}={multimea tuturor formelor de culoare galbena} si C' ={mare}={multimea tu-

turor formelor de dimensiune mare}, in timp ce evenimentele D={albastru} si E={tetraedru} nu se

produc.

2.2 Axiomele probabilitatii

Probabilitatea P este o masura care se asociaza evenimentelor A C {2 si care satisface
urmatoarele axiome:

1. Probabilitatea oricarui eveniment este un numar pozitiv:

P(A) >0 VA

2. Probabilitatea evenimentului sigur este egala cu unitatea:

P(Q) = 1.

3. Daca doua evenimente sunt incompatibile, atunci probabilitatea reuniunii celor doua
evenimente este egala cu suma probabilitatilor evenimentelor:

ANB=0 = P(AUB)=P(A)+ P(B).

Observatie. Prin extinderea axiomei[3] se poate calcula P(AUBUC) = P(A) +
P(B)+ P(C) pentru trei evenimente incompatibile doua cate doua si tot aga pentru
patru s.a.m.d., cu alte cuvinte, axioma [3| poate fi extinsa pentru orice numar finit de
evenimente A;, i =1 ..., N. Axioma[3|nu se mai poate extinde, insd, cand N — oc;
deci ea trebuie “completata” pentru a ingloba si cazul unui numar numarabil de
multimi. Introducem, deci, si axioma [3al

'In total, sunt 2° = 32 evenimente distincte care se produc si tot 2° = 32 evenimente care nu se produc
simultan, la o singura aruncare a zarului.



2.2. Axiomele probabilitatii D

(a) Pentru orice multime numarabila de evenimente incompatibile doua cate doua

{A1, A9, A3, ...}, cu A;NA; =10, dacd i # j, avem:

P (U Ai> - ;P(Ai).

Proprietatile probabilitatii

Pe baza celor trei axiome se mai pot demonstra urmatoarele proprietati ale probabilitatii
pe care le vom numerota in continuarea axiomelor.

4. P(0) = 0.

Demonstratie. Avem A = AU, VA. Pe de altd parte ANQ = (), VA. Aplicand
axioma [3] obtinem:
P(A) = P(AUD) "= P(A) + P(D),

de unde rezulta, evident, proprietatea enuntata.
5. P(C(A)) =1—P(A), cu 0(A) = {w; € Qfw; ¢ A}.
Demonstratie. Avem AUC(A) = Qsi ANC(A) =0, de unde rezulta:

P(Q) = P(AUC(A)) =° P(A) + P(C(A)).
gl

6. P(A) <1, VA.

Demonstratie. Conform proprietatii , P(A) = 1 — P(C(A)), iar din axioma ,
P(C(A)) > 0.

7. Pentru doua evenimente oarecare A §i B, avem:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

Demonstratie. Putem scrie:
A=ANQ=ANn(BUl(B)) = (AnB)U(ANC(B)),
si intrucat (AN B) N (ANC(B)) = 0 rezulta, aplicand axioma [3] ca:
P(A) = P(ANB) + P(ANC(B)). (2.2)

Pe de alta parte, avem: AUB = (ANC(B))UB (vezi figura2.1), cu (ANC(B))NB = 0,
de unde:
P(AUB) = P(ANnC(B)) + P(B). (2.3)

Eliminandu-1 pe P(A N C(B)) din ecuatiile (2.2) si (2.3)), obtinem relatia cautata.
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AN C(B)

Figura 2.1: Ilustrarea grafica a relatiei AU B = (ANC(B))U B.

2.3 Camp de evenimente

In general, nu suntem interesati (in unele cazuri nici macar nu este posibil) sa dam proba-
bilitati tuturor evenimentelor ce se pot forma pe ). Desigur, alocarea unei probabilitati
pentru fiecare eveniment nu este o problema atunci cand 2, de exemplu, e o multime cu
sase elemente, caz in care P(f2) are 2° = 64 de elemente distincteEl. Problema insa se
complica pentru Q avand componente din ce in ce mai numeroase ({2 poate fi, evident, o
multime cu o infinitate de elemente).

Dorim, deci, sa alocam probabilitati unei multimi reduse de evenimente. Dorim, insa,
ca multimea respectiva de submultimi ale lui €2 sa fie inchisa la operatiunile elementare
cu multimi, cum ar fi reuniunea, intersectia si complementarea. Aceasta necesitate vine
din faptul ca daca stim P(A) si P(B), atunci in general ne intereseaza sa putem calcula
si P(AU B), si P(C(A)), P(AN B) etc, cu alte cuvinte, dacd A si B sunt in multimea
restransa de submultimi ale lui  cirora li se alocs probabilitati, atunci A U B, C(A),
AN B etc. trebuie sa fie tot in acea multime. Ajungem, astfel, la notiunea de camp de
evenimente.

Definitie. Fie £ C P(€2) o multime de evenimente definite pe Q. K se numeste camp
de evenimente daca:

1. VAe K= ((A) € K;
2. VA BEK=AUBeK.

Vom demonstra in continuare ca un camp de evenimente astfel definit are urmatoarele
proprietati:

3. VA, Be K= ANnBek.

2Pentru o multime oarecare A, multimea partilor lui A, care se noteaza cu P(A) reprezinta multimea
tuturor submultimilor ce se pot forma cu elemente din A.
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Demonstratie. Avem: A, B € K = ((4),0(B) € K = (A Ul(B) € K =
CC(A)UCB)=AnBeKk

4. Qe .
Demonstratie. Avem: VA € K = 0(A) e K= Aul(A) =Q e K.

5. 0ek.
Demonstratie. Avem: VA € K = 0(A) e K= An((A) =0 e K.

Definitie. Multimea £ C P(£2) se numeste camp Borel de evenimente daca este un
camp de evenimente pentru care definitia [2| este valabila pentru o infinitate numarabila
de multimi, deci se inlocuieste cu:

2. VA, e KcuieN, avem (J; 4; € K.

Pentru fixarea notiunii de camp de evenimente, sa consideram un exemplu practic. Sa presupunem
c& dorim si construim cadmpul de evenimente minimal K; pe Q = {f1,..., fg}, care s contina eveni-
mentul A ={fatd pard}={fs, f4, f¢}. Conform proprietéatilor [4] si [5| ale unui caAmp de evenimente, Ky
trebuie si contind in afard de A si pe () si . De asemenea, el trebuie sa-1 contina si pe 0(A) ={fata im-
pard}={f1, f3, f5}. Se observa ca K1 = {0, Q, {f2, f1, f6}, { /1, f3, f5}} reprezintd un cAmp de evenimente,
intucat orice operatie elementara cu multimi cu una sau doua elemente din Xy conduce tot la un element

din ’Cl.
Campul minimal Ko care contine evenimentele elementare B = {f1} si C = {f2} este K1 =

10,9, {f1}. {fo}, {1, fo}. A f1s f3, fas f5, fo ), {f2, f35 fa, fo, fo }o {30 fa, £, f6} }-
NGt

B C BUC C(C) C(B) C(BUC)

In concluzia acestei scurte introduceri in probabilitati putem afirma ca un experiment

este complet determinat din punct de vedere probabilistic prin specificarea tripletului
(Q, K, P), unde:

e () este multimea tuturor rezultatelor experimentale posibile;
e K C P(Q) este campul de evenimente definit pe ;

e P este multimea probabilitatilor asociate elementelor din /C.

2.4 Probabilitati conditionate. Evenimente indepen-
dente

Fie A, B C Q doua evenimente oarecare, cu P(B) # 0. Se defineste probabilitatea
evenimentului A conditionat de B ca fiind:

P(AB) = %, (2.4)
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Probabilitatea de mai sus reprezinta probabilitatea de producere a evenimentului A con-
siderand ca evenimentul B s-a produs.

Exemplu. Consideram experimentul ce consta in aruncarea zarului. Fie evenimentele
A = {f2}, respectiv B = {fata para} = {fs, fi, f¢}. Evident, avem P(A) =}, P(B) = 1.
Astfel, putem scrie:
P(ANnB) P(A)
P(A|B) = = =
W ="pwm) ~ Pm)

l\3|>—t|o:|>~
|

Rezultatul de mai sus era de agteptat, intrucat P(A|B) reprezinta probabilitatea ca zarul
sa cada pe fata fy in ipoteza producerii evenimentului B, adica stiind faptul ca zarul a
cazut pe o fata para. Invers, putem scrie:

P(ANB) P(A)

PO ="y~ —h

ceea ce iaragi e normal, intrucat P(B|A) reprezinta probabilitatea ca zarul sa cada pe o
fata para in ipoteza ca el a cazut pe fata fs.

Definitie. Doua evenimente A gi B se numesc independente daca:
P(ANB) = P(A)P(B). (2.5)

Tinand cont de (2.4), rezulta ca daca A si B sunt independente, avem:

P(A|B) % _ P(A), (2.6)
respectiv
p(BlA) = L @(%B ) _ p(p), (2.7)

ceea ce justifica definitia (2.5). Relatiile de mai sus se interpreteaza in sensul ca daca
doua evenimente sunt independente, atunci producerea oricaruia dintre ele nu influenteaza
probabilitatea de producere a celuilalt.



Capitolul 3

Variabile aleatoare

3.1 Introducere

Prin definitie, o variabila aleatoare este o functie care asociaza fiecarui element w; € 2
un numar real. Vom nota variabilele aleatoare cu litere grecesti: £, 7, (, ... Putem, deci,
scrie ca:

& Q—R. (3.1)

De fiecare data cand se desfagoara experimentul si observam ca rezultat al acestuia pe
R not (k) . . o .
wg, valoarea asociata &(wy) = &) se numeste realizarea particulara a lui &.

Exemple.

1. pentru experimentul care consta in aruncarea zarului, putem defini pe Q =
{f1,..., fe} mai multe variabile aleatoare, ca de exemplu:

e {(fi) = 1, Vi € {1,...,6}, variabila aleatoare care asociaza fiecarei fete a
zarului numarul de pe ea;
0 dacat =2k
° ) = , variabila aleatoare care ia valoarea 0 in cazul
1) { 1 dacd i =2k +1
in care cade fata para, si 1 pentru fata impara.

2. pentru experimentul care consta in alegerea la intamplare a unui rezistor
dintr-o cutie de N rezistoare r; iesite de pe aceeasi linie de fabricatie, atunci
)
Q={ry,...,rn}, pe care se pot defini, de asemenea, mai multe variabile de in-
teres practic, cum ar fi:

°

o

—~

3

\_'/
I

R(r;), adica ¢ este valoarea rezistentei electrice a rezistorului r;;

e 7(r;) = C(r;), adica n este valoarea capacitatii parazite a rezistorului r;.
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3.2 Evenimente generate de variabile aleatoare

In general, in practica este de interes cunoasterea probabilitatii ca o variabila aleatoare sa
ia valori Intr-un anumit interval din R, sau sa fie mai mica decat o anumita valoare reala.
Spre exemplu, in experimentul [2| descris mai sus, producatorul rezistoarelor respective este
interesat sa cunoasca probabilitatea ca valoarea reala a rezistentei rezistorului (respectiv,
variabila aleatoare £ definita in exemplul sa ia valori in intervalul de toleranta specificat,
si exemplele pot continua la nesfarsit.

Dupa cum stim, insa, din capitolul precedent, putem aloca probabilitati numai eveni-
mentelor A C 2. Vom vedea in continuare cum putem sa generam, pornind de la aceste
evenimente de probabilitate cunoscuta, evenimente legate de variabilele aleatoare.

Fie ¢ o variabila aleatoare definita pe € si fie x1, 2o € R. Atunci, definim evenimentul
{z1 <& < 3} ca fiind:

{%Sfﬁl’z}:{wiEQ

1 < &(w;) < xg} : (3.2)

Spre exemplu, pentru ¢ definita la exemplul [T} putem scrie:

{€>2,5} = {fi € QE(fi) = 2,5} = {f3, fa, f5, f6}
<esi={neae<er) 4f = (hh)

Se observa ca pentru orice x1,xe € R, {; < & <o}, {€ < 21}, {€ > 22} etc. nu sunt
altceva decat submultimi ale lui €2, ceea ce justifica definirea lor ca evenimente. Inseamni
ca putem afla probabilitatea acestor evenimente, in masura in care stim probabilitatile
asociate evenimentelor definite pe €2. Avem, deci, dreptul sa vorbim de probabilitatea ca
o variabila aleatoare sa ia valori intr-un interval oarecare din R, sau, prin extensie, intr-o
reuniune finita sau numarabila de intervale din R.

Este evident ca pe R se pot defini submultimi A C R care sa nu fie intervale sau
reuniuni de intervale, dar in majoritatea cazurilor nu este de interes practic determinarea
probabilitatii P(§ € A) pentru aceste submultimi (si ddm numai un exemplu ilustrativ
pentru aceasta: A = R\ Q), lasand la o parte faptul ca in unele cazuri respectivele
probabilitati nici nu pot fi calculate.

Ne multumim, deci, cu determinarea probabilitatilor P(§ € A), cu A € Z, unde
7 ={multimea tuturor intervalelor din R inchise, deschise, sau semideschise si
a tuturor reuniunilor unui numar finit sau numarabil de intervale}. Este evident
ca 7 reprezinta un camp de evenimente, fiind inchis la complementare si reuniune.

Desi o astfel de descriere probabilistica a variabilelor aleatoare pare extrem de compli-
cata, ea nu este aga. Vom arata in paragraful urmator ca toate probabilitatile mentionate
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mai sus pot fi deduse pornind de la expresia unei singure functii, numita functie de
repartifie a variabilei aleatoare.

3.3 Functia de repartitie

Fie £ o variabila aleatoare. Se defineste functia ei de repartitie F¢: R — [0, 1] cu expresia
data de:

P(¢ < z) (3.3)

Proprietatile functiei de repartitie

1. Fe(—o00) = P(¢ < —o00) = 0.
2. Fe(oo) = P(§ < 0) =1.

3. F¢ e o functie crescatoare: Vxq, 22 € R, 11 < 29 = Fe(x1) < Fe(z2).

Demonstratie. Fe¢(z2) = P(§ < x9) = P((£ < x1) U (71 < € < 29)). Avand in
vedere ca evenimentele {£ < x1} §i {71 < £ < x9} sunt incompatibile, putem scrie
ca:

Fe(wg) = P(§ < w1) + Pay <& < a2) = Fe(w1) + Play < < x3),

~~

>0

ceea ce completeaza demonstratia.

4. P(ry < & < x9) = Fe(mg) — Fe(a).

Aceasta relatie nu este decat relatia finala din demonstratia proprietatii [3| pusa sub
o alta forma. O mentionam, insa, separat, pentru ca este relatia care justifica cele
afirmate mai sus, cum ca functia de repartitie ofera suficienta informatie pentru a
calcula P(§ € A), VA € Z. Este evident ca pentru orice interval sau reuniune de
intervale poate fi scrisa o relatie de genul celei de mai sus, care face apel numai la
valorile functiei de repartitie in capetele intervalului(elor) respectiv(e).

Exemplu. Sa calculam spre exemplificare functia de repartitie a variabilei aleatoare &
definite in exemplul [I] de la inceputul capitolului. Avand in vedere natura discreta a
lui ¢ (care poate lua, conform definitiei, numai valorile 1,2,...,6), vom trata problema
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calculului functiei de repartitie pe intervale. Astfel:

Vi € (—o00,1), Fe(x) =P <z)=P0)=0

Ve € [1,2), Fyle) = P€ <) = P({Ai}) = 5
Vi € [2,3), Fi(r) = P(€ <7) = P(Lfi, ) = 5
Vi € [3.4), Fe(a) = P(£ < ) = P({fi, o fs}) = 3
Vi € [45), Fi(a) = P(E <) = P({fu oo o i) = 5
Vo € [5,6), Fe(e) = P(€ < 0) = P(U fo S S Jo}) = 2
Vo € [6,00), Fe(x) =P <z)=PQ) =1
Graficul functiei de repartitie este prezentat in figura (3.1
“Fé(x)
1 [
5/6 —
416 —
3/6 —
2/6 —
1/6 — X

v

Figura 3.1: Functia de repartitie a variabilei aleatoare “numarul de pe fata zarului”.

Definitie. O variabila aleatoare se numeste continua daca functia ei de repartitie este
continua pe R, se numeste discreta daca functia ei de repartitie este o functie in trepte,
de genul celei din figura [3.1] si se numeste mizta daca functia ei de repartitie prezinta
discontinuitati, fara a fi, totusi, o functie in trepte.

3.4 Densitatea de probabilitate

Se defineste densitatea de probabilitate w, a unei variabile aleatoare { ca fiind derivata

functiei sale de repartitie:
a dFe(z)
= : 3.4
we(z) = — (3.4)
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Daca explicitam derivata in relatia de mai sus, obtinem:

Fe(x + Ax) — Fe(x) . Plx<&<az+ Ax)
= lim
Az—0 Az Az—0 Ax

. (3.5)

In calculul de mai sus am tinut cont de proprietatea [4| a functiei de repartitie. Se poate,

deci, scrie:

Ar =~ Plr<é<ao+ Ax), 3.6
we(e)Ar & Ple<§<a+A) (36)

relatie care justifica denumirea de densitate de probabilitate data functiei we. Intr-adevir,
se observa ca valoarea functiei w, Intr-un punct = permite calculul probabilitatii ca vari-
abila aleatoare ¢ sa ia valori intr-un interval infinitezimal (x, x+ Az], aceasta probabilitate
fiind data de aria de sub graficul lui we delimitata de intervalul (z, z+Az] (vezi figura[3.2)).

w, (X)

Wg(X)AXZP(X<§SX+AX)

X X+tAX

Figura 3.2: Probabilitatea este data de aria de sub graficul densitatii de probabilitate.

Necesitatea utilizarii functiei de densitate de probabilitate este dictata de faptul ca,
in cazul in care variabila aleatoare in discutie e continua, avem P({ = x) =0 Vz € RD

Proprietatile densitatii de probabilitate
1. we(x) >0
Demonstratie. w, este derivata lui F¢ care este functie crescdtoare.
x

2. Fe(x) = [ we(u)du.

—0o0

Demonstratie. Se tine cont de faptul ca F¢ este primitiva lui we, si ca F¢(—o0) = 0.

IPentru justificarea acestei afirmatii, sd ne imagindm un zar cu N = 20 fete simetrice (ficand abstractie
de faptul ci o astfel de figurd geometrica nu exista in realitate). In acest caz, probabilitatea de aparitie
a fiecarei fete este 2—10. Pe masura ce N creste, scade probabilitatea fiecarei fete. La limita, cind N — oo,
zarul se transforma intr-o sfera, fata devine punct, iar probabilitatea fiecarei fete este é, adica 0.
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(e o]

3. Conditia de normare: [ we(z)dz = 1.

—0o0
Demonstratie. Se scrie proprietatea [2] in punctul x = co.

4. Pentru x1,29 € R, avem [ we(x)de = Pz < § < x9).

1
Demonstratie. Se utilizeaza proprietatea [2| a densitatii de probabilitate i propri-
etatea [4] a functiei de repartitie.

Aceasta relatie ne arata ca aria de sub graficul densitatii de probabilitate delimitata
de un interval reprezinta probabilitatea ca variabila aleatoare sa ia valori in intervalul

respectiv.

Exemplu. Sa calculam densitatea de probabilitate a variabilei £ a carei functie de
repartitie este ilustrata in figura (3.1}

Dupa cum se observa, functia de repartitie este constanta peste tot in R, mai putin in
punctele x = 1,...,6, unde are salturi bruste. In derivata functiei de repartitie, respectiv
in densitatea de probabilitate we, in aceste puncte vor aparea impulsuri Dira(ﬂ de arii egale
cu %, intrucat, in fiecare punct ¢ =1, ..., 6, functia F¢ efectueaza un salt de amplitudine
%. Densitatea de probabilitate a lui £ (prezentata grafic in ﬁgura se poate scrie, deci:

A Wé(X)

1/65(x-1) 1/68()§f6)

Figura 3.3: Densitatea de probabilitate a variabilei aleatoare “numarul de pe fata zaru-

2

lui

Dupa cum este discutat in detaliu in anexa [A] semnificatia practicad a unui impuls
Dirac este aceea de arie nenula “concentrata” intr-un singur punct. Asadar, aparitia

2Pentru mai multe detalii despre impulsul Dirac, a se consulta anexa |A|a acestei lucrari.
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unui impuls Dirac de arie A intr-un punct zy al unei functii densitate de probabilitate
we semnifica faptul ca variabila aleatoare respectiva are probabilitate nenula sa ia exact
valoarea x(, probabilitate care este egala cu aria impulsului respectivﬂ: P& =xy) = A.

3.5 Distributii conditionate

Fie £ o variabila aleatoare si A un eveniment oarecare. Prin analogie cu ([2.4)), se defineste
functia de repartitie a lui £ conditionata de A:

P((¢ <z)NA)

galz) = P((€ < 2)|A) PUA) (3.7)
In mod similar cu (3.4]), se defineste densitatea de probabilitate conditionata:
 dFga(z) P((m <{<zT+ A:v)|A)
wea(w) = —— = limg A ' (38)

Exemplu. Sa consideram o variabila aleatoare £ oarecare, si sa consideram evenimentul
A = {a < £ < b}, cua < b oarecare. Sa calculam intr-o prima instanta functia de
repartitie conditionata Fgj4(z). Avem, conform (3.7):

CP(¢<o)n(a<E<h)  P(E<a)n(a<E<b)
Fefacezny(z) = Pla<€<D) = L) — Fela) : (3.9)

e Pentru z < a, avem {{ <z} N{a <& <b} =0, si deci:
Fejfa<e<ny(z) = 0.

e Pentru z € (a,b] avem {£ <z} N{a <& <b} ={a << a}, iar (3.9) se scrie:

- ()= Ple<€<a) _ Fe(o) - F(a)
€{a<e<t} Fe(b) — Fe(a) — Fe(b) — Fe(a)

e Pentru z > b, avem {£{ <z} N{a <& <b} ={a < <b}, de unde:

Pla<§<b)

Fejta<e<ny (T) = F) — Fe(a) ~ 1.

Cat despre densitatea de probabilitate conditionata, aplicand (3.8)), avem:

0 daca z < a

Wel{a<e<h} () = M;ﬁ%@}l@ daci a <z <b (3.10)

0 daca z > b.
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W ace<n)

Figura 3.4: Distributii conditionate.

In ﬁgura sunt ilustrate functia de repartitie si densitatea de probabilitate conditionate
pentru o forma arbitrara a lui Fg(z).

Sa observam din exemplul prezentat ca atat functia de repartitie conditionata cat
si densitatea de probabilitate conditionata respecta toate proprietatile unei functii de
repartitie (descrise in paragraful respectiv ale unei densitati de probabilitate (para-
graful . Aceasta observatie poate fi demonstrata pentru cazul general, pornind de la

definitiile (3.7 si (3.8).

3.6 Momente

Fie variabila aleatoare £ avand distributia wq’| Se defineste momentul necentrat de ordin

)

k al variabilei aleatoare £ si se noteaza cu mg”’ sau cu § k valoarea integralei:

o0

mé’“) =k = / thwe(v)de k=1,2,.... (3.11)

—00

=+

Facem precizarea ca pentru anumite variabile aleatoare, incepand cu un anumit ordin
k, momentele de ordin mai mare decat k pot fi inﬁniteﬂ.

3 Aceasta justifica definitia variabilelor aleatoare discrete de la pagina daca functia de repartitie e
in trepte, atunci densitatea de probabilitate e o succesiune de impulsuri Dirac, deci este posibil numai
un numar finit sau numarabil de valori pentru variabilele aleatoare respective.

4In restul lucrarii, vom folosi termenul “distributie” pentru a desemna o densitate de probabilitate.

5De exemplu, pentru variabila aleatoare cu distributia.

we(w) = ?12 dacaxz >1
¢ o 0 1In rest

chiar si momentul de ordin unu este infinit.
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De o mare importanta in studiul variabilelor aleatoare sunt momentele necentrate de
ordin unu si doi. Astfel, momentul necentrat de ordin unu, dat de:

£ = /xwg(x)dx (3.12)

se numeste media variabilei aleatore.
Momentul necentrat de ordin doi:

2= /CBng(I)dl’ (3.13)

se numeste media patratica a variabilei aleatoare.

Consideram utila in acest punct o discutie referitoare la formulele de definitie a mediei si mediei
patratice de mai sus. In general, exista o acceptiune foarte clara asupra notiunii de medie a unei variabile
aleatoare, ca fiind media aritmetica a unui numéar (de preferintd cat mai mare) de realizari particulare
ale variabilei aleatoare respective. Dupa cum vom arata in exemplul urmator, aceasta acceptiune nu
contravine 1n nici un fel formulei . Revenind la experimentul [2| descris In paragraful sa pre-
supunem ca dorim s estimam valoarea mediei a rezistentei electrice a rezistoarelor din cutia respectiva.
In acest sens, masuram toate valorile rezistentelor, si calculam valoarea medie aritmetica a acestora Ryeq.
Sa presupunem ca, dispunand de un ohmmetru nu foarte precis, nu retinem decat valoarea intreaga a
rezistentelor (desi, teoretic, valoarea respectivd este de naturd continud). S& presupunem cd méasurdm
urmatoarele valori pentru intreg setul de NV = 1825 rezistoare:

Valoare rezistenta R; | 19Q | 20Q | 21Q | 22Q | 23Q | 24Q | 25Q
Numar rezistoare 89 211 | 432 | 501 | 342 | 171 79

Deci, valoarea medie a rezistentei Ryeq este:

N
1 89190 +211-20Q2 + ... 4+ 79 - 25Q
Bt = 3y 2 Rrs) = 1825
i=1 (3.14)
89 211 79
=190—— +20Q—— + ... +250——.
I 1825 +20 1825 25 1825

Rapoartele puse in evidenta in relatia de mai sus reprezinta probabilitatile diverselor valori posibile ale
rezistentei electrice determinate ezperimental, pe setul de date disponibil (vezi relatia (2.1))). Cu alte

cuvinte P(199Q) ~ 32 P(200) ~ 2LL etc. Putem, deci, rescrie pe (3.14) ca:
1825 1825

250
Roed =~ Z RiP(R;). (3.15)
R;=19Q

Considerand valoarea rezistentei continud (cum, de fapt, si este) si nu discreta (cum am fost fortati sa
o considerdm din lipsd de mijloace materiale suficient de sensibile), variabila discretd R; se transforma
in R, continua, apoi suma ), devine o integrala [, iar probabilitatile P(R;) se inlocuiesc cu w(R)dR.
) R
Putem, deci, scrie pe (3.15) ca:
Rpeq ~ /Rw(R)dR. (3.16)
R
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Relatia (3.16]) arata faptul ca media aritmeticd a unui numar de realizdri particulare nu este altceva decat
un estimat al valorii medii (3.12]), pe care-l facem in absenta cunostintelor despre marimile statistice

(densitate de probabilitate, etc.) ale variabilei aleatoare respective!

Se definesc, de asemenea, momentele centrate de ordin k ale variabilei aleatoare, notate
cu Mg(k), ca fiind:

no =k =
MP = (e-8)" = /(x —fwe(z)dr  k=2,3,.... (3.17)
Momentul centrat de ordinul doi:
no =2 =
MO (c-8)’ = /(9: — )*we(x)dx (3.18)

se numeste varianta variabilei aleatoare, iar radacina patrata a acestuia se noteaza cu o
si se numeste dispersia variabilei aleatoare:

e =/ M. (3.19)

Dispersia unei variabile aleatoare (numita de asemenea si abatere medie patraticad)
masoara gradul de imprastiere al valorilor variabilei aleatoare fata de valoarea medie.
Cu cat dispersia este mai mica (sau mai mare), cu atat scade (respectiv cregte) probabili-
tatea ca o realizare particulara a variabilei aleatoare sa ia o valoare care sa difere puternic
de valoarea medie

In practica, se obignuieste a se nota varianta ca fiind patratul dispersiei:

MP = 52, (3.20)

Pornind de la formula variantei (3.18)), se poate demonstra o relatie simpla intre aceasta
pe de-o parte si media si media patratica a variabilei aleatoare pe de alta parte:

ag = / (x2 — 2x§+§2) we(x)dx
= /wag(x)dx—QE/ :cwg(x)d:c—l—gz/wg(:c)dx (3.21)
¢ I

—EZ-% +E=E-F.
3.7 Tipuri de distributii

In acest paragraf, vom prezenta pe scurt diverse tipuri de distributii des intalnite in
prelucrarea semnalelor:
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3.7.1 Distributia uniforma

O variabila aleatoare £ are o distributie uniforma in intervalul [a,b] daca densitatea ei de
probabilitate este de forma:

1 dacia<z<b
= b—a - - . 3.22
wg(m) { 0 1n rest. ( )
W, (x)
1/(b-a)
X
a b
(a)
w,(x)
X
(e}

(c)

Figura 3.5: Tipuri de distributii ale variabilelor aleatoare: (a) uniforma, (b) normala,
(c) Rayleigh.

Graficul densitatii de probabilitate uniforme este prezentat in figura [3.5 (a). Forma
distributiei indica faptul ca o variabila aleatoare uniforma poate lua cu aceeasi probabili-

tate orice valoare in intervalul [a, b], dar nu poate lua nici o valoare in exteriorul acestuia.

Prin calcul direct, se arata ca media si dispersia distributiei uniforme sunt: & = “T*b si
_ b—a
g, &= 973 /3
Distributia uniforma modeleaza destule fenomene reale de interes (cum ar fi, spre
exemplu, eroarea obtinuta la cuantizarea uniforma cu un numar suficient de mare de

nivele).
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3.7.2 Distributia gaussiana (normala)

Se zice ca o variabila aleatoare este distribuita dupa o lege normala (sau gaussiana) de
parametri m € R si 0 > 0 (si se noteaza £: N (m, o)) daca densitatea ei de probabilitate

este data de: . )
we(z) = exp (—M) : (3.23)

oV 2T 202

Graficul distributiei gaussiene (cunoscut gi sub numele de “clopotul lui Gauss”) este
prezentat in figura [3.5(b) pentru doud valori diferite ale parametrului . Se observa ca
pe masura de o creste, clopotul se aplatizeaza si, in acelasgi timp, se lateste.

Prin calcul, se determind c& media si dispersia distributiei normale sunt & = m, res-
pectiv o = 0. Asadar, semnificatia celor doi parametri de care depinde gaussiana este
de medie si dispersie a variabilei aleatoare distribuite dupa o astfel de legeﬂ

Distributia normala este cu siguranta cea mai importanta in studiul prelucrarii statis-
tice a semnalelor. Ipoteza de “normalitate” a distributiei multor fenomene reale este
justificata de o teorema (numita teorema limita centrala) despre care vom discuta mai pe
larg in capitolul {4

3.7.3 Distributia Rayleigh

Distributia Rayleigh este data de relatia:

2
2 oxp(—2) daciz >0
we () = { o7 XP ( 20"’) aca =1 (3.24)

0 in rest.

si este ilustratd in figura [3.5](c).
Media si dispersia variabilei distribuite dupa o lege Rayleigh sunt £ = a\/g , respectiv

O =0 4_7”.

3.8 Functii de o variabila aleatoare

Fie ¢ o variabila aleatoare cu distributie we cunoscuta, si fie g: R — R o functie de
asemenea cunoscuta. Aplicand functia g variabilei £, obtinem o alta variabila aleatoare,
pe care-o notam 1 = ¢g(£). Problema pe care ne propunem sa o rezolvam in acest paragraf
este calculul densitatii de probabilitate a variabilei aleatoare transformate w, pe baza
cunostintelor pe care le avem despre distributia variabilei initiale wg si despre functia de
transformare g.

6Se poate ilustra aici afirmatia enuntat& anterior despre semnificatia dispersiei: cu cit o creste, cu atat
clopotul este mai “plat”, deci cregte probabilitatea ca variabila sa devieze mult in stanga si dreapta mediei.
Invers, pe masura ce o scade, clopotul se ingusteaza, deci probabilitatea ca £ sa ia valori puternic deviate
fatd de medie scade. S-a calculat ca pentru distributia gaussiana, probabilitatea ca variabila aleatoare
si devieze cu mai mult de 3o fatd de valoarea medie este de 0,3%: P(m —30c <& <m+30)=99,7%
indiferent de o.
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Sa ilustram la Inceput problema pe un exemplu oarecare. Fie functia g(z) avand
graficul prezentat in figura [3.6l Variabila aleatoare ¢ ia valori pe axa Oz, in timp ce

n = g(&) pe axa Oy

Figura 3.6: Exemplificarea problemei functiilor de o variabila aleatoare.

Se observa, pentru valorile din figura ca, spre exemplu:

Fy(yy) = P(n < wy) = P(§ < 2y) = Fe(a))

g(z)=y;

Fn(yl)=P(n§y1)=P((€§x1)U(az2Sféxg))

= Fe(x3) — Fe(a2) + Fe(z1)

9(z1)=g(z2)=9g(z3)=y1

Astfel, se vede ca pentru Vy € R, valoarea functiei de repartitie a lui  in punctul
respectiv F,(y) poate fi scrisa in functie de valorile functiei de repartitie a variabilei
initiale F; in punctele care sunt solutii ale ecuatiei g(x) = y.

In continuare vom demonstra urmatoarea teorems:

Teorema. Fie £ o variabila aleatoare cu distributie w, cunoscuta, si fie n = g(¢), cu
g(x) o functie cunoscuta. Atunci, pentru Vy € R cu proprietatea ca ecuatia g(z) = y are
un numar finit sau cel mult numarabil de solutii, pe care le notam cu {x;, zs, ...}, are loc
relatia:

wy(y) = wé(mk;‘ (3.25)

9 (4,
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Demonstratie. Sa revenim la exemplul considerat anterior. Se observa din figura[3.7|ca
ecuatia g(x) = y; admite trei solutii: {zq,x2,23}. S& consideram in continuare valoarea
y1+dy;. Ecuatia g(x) = y; +dy; admite si ea trei solutii, pe care le notam {z; +dxy, xo+
dxs, x5 + das} (vez figura [3.7).

Figura 3.7: Ecuatia g(x) = y; are solutiile x1, x5 §i z3.
In continuare, putem scrie:

P(y1<7]§y1+dy1):P((m1<§§x1+dm1)u(a72+dx2§§<x2)u...
...U(xg <£§$3+d$3)), (326)

relatie care este evidenta prin observarea figurii, unde intervalele care intervin sunt scoase
in evidenta. Se observa, de asemenea, ca dry < 0, intrucat x5 se afla pe o panta negativa
a functiei (adica ¢'(z2) < 0).

Valoarea lui dy; poate fi facuta suficient de mica astfel incat intervalele (x;, z; + d;]
sa nu se suprapuna, oricat de apropiate ar fi x; de :vj In consecinta, evenimentele
{z; < £ < x; + da;} sunt incompatibile, si, aplicand axioma a treia a probabilitatilor,

"In aceastd presupunere intervine necesitatea ca numarul solutiilor ecuatiei g(x) = y s fie finit, sau
cel mult numérabil. In caz contrar, de exemplu, daci solutia ecuatiei g(z) = y ar fi un intreg interval
[a,b], atunci nu s-ar mai putea face ipoteza nesuprapunerii intervalelor (z;,x; + dz;| oricdt de mic s-ar
face dz;.
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avel:

P(yl<77§’y1—|—dy1)zp(371<£§I1+d$1)+P($2+df]ﬁ2S£<I2)+

Cand dy; \\,, putem aplica formula (3.6)), si, In consecinta, relatia (3.27)) devine:
wy(y1)dyr = we(x)dry + we(z2) |das| + we(z3)des. (3.28)

Este evidenta necesitatea de a-1 lua pe dxs in modul in relatia de mai sus, intrucat termenul
respectiv trebuie sa fie pozitiv (reprezinta o probabilitate).
Pe de alta parte, cum xq,z5 §i x3 sunt solutiile ecuatiei g(x) = y;, putem scrie:

y1 = g(z1) = g(2) = g(xs), (3.29)

de unde, prin diferentiere, obtinem:

dy; = ¢'(21)dxy = ¢'(29)dze = ¢'(v3)dws. (3.30)

2 . d ~ . .. A .
Inlocuind dzx; cu g/éfi) in ecuatia (3.28)) si simplificaind pe dy;, obtinem:

() = Le(@) | we(wa) | welas)
)= g Vgl T o)

(3.31)

care, tinand cont ca atat ¢'(z1) cat si ¢'(x3) sunt pozitive, deci pot fi inlocuite cu modulul
lor, reprezinta exact relatia ce trebuia demonstratal

Trebuie sa observam ca rationamentul poate fi reluat in mod identic pentru orice forma
a graficului functiei g(x), ceea ce face ca demonstratia de mai sus sa fie valabila in cazul
general.

Exemplu. Sa se calculeze distributia variabilei aleatoare n = a{ +b, cu a,b € R, a # 0,
in functie de distributia variabilei aleatoare &.

Rezolvare. Functia de trecere intre cele doua variabile este functia g(x) = ax + b.
Pentru Vy € R, ecuatia g(z) = y admite o singura solutie, si anume z; = ¥=b  Cum

g (z) = a, relatia ([3.25)) se scrie:
we(x 1 y—>b
o) = 50 = e (U0 (3:2)

@)l al a

In particular, daci ¢ are o distributie uniformi sau gaussiana, rezulta din relatia de
mai sus ca si 7 are acelagi tip de distributie, dar cu parametri modificati.

Exemplu. Sa se calculeze distributia variabilei aleatoare n = cos(§), unde £ este o
variabila aleatoare distribuita uniform in intervalul [0, 27].
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g(x)=cos(x)

VARVARVARY

Figura 3.8: Functia g: R — [—1,1] g(x) = cos(x).

Rezolvare. Graficul functiei g este prezentat in figura [3.8] Se observa ca pentru
y & [—1,1], ecuatia g(z) = y nu admite nici o solutie, si, deci, w,(y) = 0.
Pentru y € [—1, 1], insa, ecuatia g(z) = y admite o infinitate numarabila de solutii (v.

figura , date deﬁ:

. { arccos(y) + km pentru k = 21
k pum—

—arccos(y) + (k+ 1) pentru k = 2]+ 1 (3:33)

Observand, in plus, ca ¢'(z) = — sin(x), relatia (3.25) poate fi scrisa:

Z | we () (3.34)

— sin ka

Mai ramane de calculat valoarea densitatii de probabilitate w; in toate punctele z;, date

de (3.33). Conform ([3.22)), distributia lui £ este data de:

2

3.35
0 1In rest ( )

= dacd x € [0, 27]
we(w) = {
Deci, trebuie sa identificam in continuare acele valori zj, din intervalul [0, 2], interval pe
care valoarea functiei we este nenula. Reamintindu-ne ca functia arccos : [—1,1] — [0, 7],
rezulta ca nu exista decat doua valori xy In intervalul cautat, respectiv zy = arccos(y)
si 1 = 2w — arccos(y). Avand In vedere ca we(zg) = 0 pentru k ¢ {0, 1}, relatia

devine:

we(ro) | we(r1)  welarccos(y)) we (27 — arccos(y))
|g'(z0)]  |g'(x1)]  |—sin(arccos(y))| = |- sin(27 — arccos(y))|” (3.36)

Wy (y) =

8Relatia de mai jos poate fi scrisdé mai compact, dar mai putin riguros matematic, sub forma
xr = tarccos(y) + 2km,cu k € Z
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Tinand, in plus, cont ca sin(arccosy) = /1 — y?, avem:

1 1
5 5 1
) Vi-y 1=y m/1-¢? (337
In concluzie, am aratat ca:
~—  pentru z € [—1,1]
wy(y) =q "V : (3.38)
0 in rest

Graficul functiei (3.38) este dat in figura

AV

1l/n

Figura 3.9: Graficul functiei w,(y) data de relatia

Cazul solutiilor nenumarabile.

In continuare, ne vom ocupa cu discutia cazului in care teorema nu poate fi aplicata,
respectiv cazul acelor y; € R pentru care ecuatia g(x) = y; are ca solutie un intreg interval
din R: Vx € [a,b], g(x) = y;.

Situatia va fi discutata pe un exemplu. Fie n = g(§), cu g(x) data de

—a dacaz < —a
glx)y=<¢ = dacd —a<z<a . (3.39)
a dacaz>a

si ilustrata in figura m Presupunem ca ¢ are o distributie we(z) cunoscuta, dar nespe-
cificata.
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b a(x)

Figura 3.10: Functia g(z) data de (3.39)) .

Se observa ca functia g are doua paliere, adica atat pentru y; = —a cat si pentru s = a,
solutia ecuatiei g(x) = y; (respectiv g(z) = y2) este intervalul (—oo, —a] (respectiv [a, 00))
care sunt multimi nenumarabile.

Vom proceda, la fel ca gi in exemplul dat la inceputul acestui paragraf, prin a calcula
valorile functiei de repartitie a variabilei transformate F;,.

Se poate constata cu usurinta urmarind graficul functiei g din figura [3.10] ca:

y<-—a, F(y)=Pn<y) =0

y=—a, Fy(—a)=Pn<—a)=PE< —a)=r—a)
y € (—a,a), Fy(y)=Pn<y) =Py =Fey)
y=a, Fy(a)=Pn<a)=PE<oc0)=1

y>a, F(y)=Pn<y)=PE<oo)=1

Sintetizand, avem:

0 dacay< —a
F,(y) =4 Fe(y) daca —a<y<a . (3.40)
1 daca y > a

In coloana din stanga a figurii sunt prezentate grafic functia de repartitie a lui
¢ (de o forma arbitrara) si cea a lui 7. Scopul acestei reprezentari grafice este ilustrarea
aparitiei unor discontinuitati in functia de repartitie a variabilei transformate F;, exact in
punctele “speciale” y; = —a si y2 = a.
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) w, ()
1
y y
-a a —-a a
F,0) ")
1 F&(—a)S(x+a) (1—F&(a))6(x—a)
F.(a)
£
; F.(-a) y y
-a a —-a a

Figura 3.11: Functiile de repartitie si densitatile de probabilitate ale lui £ si n = g(x).

Aceste discontinuitati din functia de repartitie vor conduce, dupa cum am discutat in
detaliu in paragraful , la aparitia in densitatea de probabilitate w, a unor impulsuri
Dirac in punctele respective, de arie egala cu amplitudinea saltului facut de F;,. Densitatile
de probabilitate ale lui £ si  sunt prezentate in coloana din dreapta din figura[3.11] Se ob-
serva ca ariile celor doua impulsuri Dirac sunt F¢(—a) = P(n < —a) = P(n € (—o0, —a)
pentru cel localizat in punctul y; = —a, respectiv 1 — F¢(a) = P(n > a) = P(n € [a,0))
pentru impulsul din y» = a. Din toate acestea, putem trage urmatoarea concluzie:

Pentru acei y; € R pentru care solutia ecuatiei g(x) = y; este un interval [a,b], in
densitatea de probabilitate a variabilei transformate w, va aparea un impuls Dirac in
punctul y = y; de arie egald cu probabilitatea P (& € [a,b]) = Fe(b) — Fe(a).

Cu alte cuvinte, devine nenula P(n = y;), ceea ce e normal: intrucat g(z) = y; Vo €
[a, b], atunci n = y; cu aceeasi probabilitate cu care £ € [a, b]!

Exemplu. Sa se arate ca aplicand unei variabile aleatoare continue £ oarecare insasi
functia ei de repartitie Fg, se obtine o variabila aleatoare uniforma in [0,1].
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Rezolvare. Trebuie, deci, demonstrat ca variabila aleatoare n = F¢(§) are distributie
uniforma in [0, 1] pentru orice forma a functiei de repartitie F¢ (cu singura constrangere
ca aceasta sa fie continua pe R).

Desi, la o prima vedere, problema nu pare a fi rezolvabila din lipsa de date suficiente
(nu se cunoagte functia de transformare g!!), totusi, ea admite solutie, iar demonstratia
este extrem de utila pentru intelegerea mai profunda a problemei functiilor de variabile
aleatoare.

Sa Incepem prin a observa ca, datorita faptului ca Fe: R — [0, 1], pentru y ¢ [0, 1],
ecuatia F¢(x) = y nu are solutii reale, si, deci, w,(y) = 0.

Pentru y € [0,1], trebuie determinat numarul de solutii ale ecuatiei F¢(z) = y. Ne
vom reaminti ca functia de repartitie a oricarei variabile aleatoare este crescatoare pe
R (proprietatea . Daca F¢ ar fi strict crescatoare, problema ar fi rezolvata, pentru
ca functiile strict monotone sunt bijective, si, deci, ecuatia F¢(x) = y ar avea o singura
solutie Vy € [0,1] si VF;. Totusi, functia este numai crescatoare, ceea ce inseamna ca
poate admite portiuni pe R in care “stagneaza”, mai precis, F¢(y) poate avea paliere,
oricat de multe, si oricat de intinse! Rezolvarea s-ar opri aici, din lipsa de suficiente date,
daca nu am observa ca un interval din R pe care F; are palier este un interval in care
variabila & nu poate lua valori! Intr-adevar:

Fe(z) =y Vo € [a,b] = P(€ € [a,b]) = Fe(b) — Fe(a) =y —y1 = 0.

Or, sa nu uitam ca noi aplicam functia F; insasi variabilei aleatoare §. Rezulta, deci, ca
ne intereseaza numai restrictia functiei F¢ la intervalele in care £ ia valori, adica intervalele
pe care we(z) > 0, adica intervalele pe care functia F este strict crescatoare. Figuram
prezinta un exemplu.

wa(x) Fi(x)
1 —
x y x
X, X, X, X, XX, X, X,

Figura 3.12: O functie de densitate de probabilitate we arbitrara, si functia de repartitie
F; corespunzatoare. Se observa ca variabila aleatoare ia valori numai pe reuniunea de
intervale [y, x5) U [z3, 74]. Intrucat n = Fe(€), de interes e numai restrictia functiei de
repartitie la intervalele respective (hagurate in figura): Fe : ([z1,22] U [x3, 24]) — [0, 1].
Astfel definita, functia de repartitie e strict crescatoare.
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Intrucat am decis asupra faptului ca functia de trecere este strict crescatoare, ea este
bijectiva, deci Vy; € [0, 1], 3z, astfel incat y; = F¢(z1). Aplicand relatia (3.25), avem:

_ o we(r)  we(wn)  we(w)
[Fia)] - Twelen)] we(w)

we (Y1)

In dezvoltarea de mai sus, am folosit faptul c& derivata functiei de repartitie este insasi
densitatea de probabilitate, si ca aceasta este pozitiva, deci este egala cu modulul ei.
Sintetizand, am aratat ca:

[ 1 dacayel0,1]
wnly) = { 0 in rest ’

ceea ce termina demonstratia noastra.

3.9 Teorema de medie

Teorema de medie pe care o vom enunta si demonstra in acest paragraf permite calculul
mediei variabilei aleatoare transformate fara a-i mai calcula acesteia distributia, ci di-
rect din distributia variabilei intiale si din functia de trecere dintre cele doua variabile
aleatoare.

Teorema. Fien = g(£). Atunci, media lui n poate fi calculata ca:

o

= /g(x)wg(x)dx. (3.41)

—0o0

Demonstratie. Sa revenim la situatia ilustrata in figura . Inmultind relatia (13.28) cu

Y1, si tinand cont de (3.29), avem:

y1wy(y1)dyr = g(z1)we(v1)dzy + g(xo)we (22) |[dzo| + g(a3)we (23)dws3. (3.42)

Valoarea medie a lui n poate fi scrisa:

T Y ywn(y)dy; / ywy(y)dy, (3.43)

J
Udy; =R
J

cu alte cuvinte, valoarea 7) se obtine sumand toate cantitatile de tip y,w,(y;)dy; pentru
dy; baleind intreaga axa reala Oy. Dar suma tuturor cantitatilor y;w,(y;)dy; poate fi
scrisa, conform relatiei cu o suma de cantitati de tip g(x;)we(z;)dx;. Intrucat g
este o functie, care, prin definitie, aloca fiecarui x un y si numai unul, putem afirma ca
in suma respectiva de cantitati de tip g(x;)we(x;)dz;, fiecare va aparea o data si numai
o data. Cu alte cuvinte, cand dy; va baleia axa Oy, dz; va baleia axa Oz! Chiar daca
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unei cantitati y;w,(y;)dy; i pot corepunde nici una, una sau mai multe cantitati de tipul
9(z;)we(z;)dx;, invers, putem spune ca unei cantitati g(z;)we(x;)dx; i va corespunde o
singura cantitate y;w,(y;)dy; si numai una! Deci, putem scrie:

Z yjwy,(y;)dy; ~ Z g(z;)we(z;)dw;, (3.44)

J 2
Udy;=R LinIi =R
J

de unde, prin trecere la limita:

1= [ vy = [ goyuops (3.45)

Observatie. Desi demonstratia teoremei s-a facut in ipoteza particulara a unui numar
cel mult numarabil de solutii ale ecuatiei g(x) = vy, relatia (3.41)) este valabila pentru orice
functie g(x).

Exemplu. Sa se calculeze media lui n = a£+b cu a,b € R. Conform teoremei de medie,
putem scrie:

n= /(ax + b)we(z)dr = a/ rwe(z)dr + b/ we(x)dz = a& + b. (3.46)
N ~ —

Spre exemplu, pentru b = 0, se poate scrie:
a€ = ag, (3.47)

ceea ce se interpreteaza in sensul ca inmultirea cu o constanta comuta cu medierea statis-
tica (altfel spus, constantele “ies in afara” operatiei de mediere). De-a lungul acestei
lucrari, vom face de mai multe ori apel la acest rezultat.



Capitolul 4

Caracterizarea unei perechi de
variabile aleatoare

4.1 Introducere

In capitolul precedent, am discutat despre caracterizarea statistica a unei variabile
aleatoare. Daca avem doua variabile aleatoare, caracterizarea fiecareia dintre ele in parte
cu marimile mai sus mentionate permite descrierea completa a comportamentului vari-
abilei respective independent de cealalta variabila. Cu alte cuvinte, nu avem suficienta
informatie pentru a putea evalua eventuala interdependenta statistica intre cele doua
variabile considerate. Aceasta interdependenta poate fi studiata numai folosind marimi
statistice de ordinul doi, specifice perechii de variabile aleatoare. Vom arata ca aceasta
caracterizare de ordinul doi a unei perechi de variabile aleatoare este suficient de com-
pleta, ea ingloband, ca un caz particular, caracterizarea de ordinul unu a fiecareia dintre
cele doua variabile aleatoare.

4.2 Functia de repartitie de ordinul doi

Fie £ si n doua variabile aleatoare. Se defineste functia de repartitie de ordinul doi a
perechii de variabile aleatoare ca fiind Fg,: R? — [0, 1], cu expresia data de:

Fega,y) =P((E<x)N(n<y)). (4.1)

Cu alte cuvinte, valoarea functiei de repartitie de ordinul doi intr-un punct (g, ) € R?
reprezinta probabilitatea ca, in acelagi timp, ¢ sa fie mai mic decat z si n mai mic decat
yo; altfel spus, probabilitatea ca punctul (£,7) si se afle in domeniul D € R? figurat in

figura [4.1]

Proprietatile functiei de repartitie de ordinul doi

1. Fep(—00,y) = Fep(z, —00) = 0.

31
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DeR?

Figura 4.1: Domeniul de valori al punctului (£, 7).

Aceasta proprietate este evidenta, avand in vedere ca evenimentele £ < —o0, respec-
tiv n < —oo sunt de probabilitate zero.

. Fep(00,00) = 1.

Tarasi, o proprietate evidenta: conform definitiei, F,(0o,00) reprezinta probabili-
tatea ca £ i n sa ia concomitent valori in R, ceea ce reprezinta evenimentul sigur.
. Fep(x,00) = Fe(x), respectiv Fg,(co,y) = F,(y).

Demonstratie. Fg,(z,00) =P (((§ <z)N(n<o00)) =P(€ <x) = Fe(x).

Aceasta proprietate este foarte importanta, intrucat demonstreaza ceea ce am
enuntat in introducere, si anume faptul ca marimile statistice de ordinul unu specifice
fiecareia dintre variabilele aleatoare pot fi obtinute ca un caz particular al marimilor
de ordinul doi ale perechii de variabile aleatoare.

- P((z1 <€ < a2)N(y1 < < 42) = Fey(@2, y2) = Fey (w1, y2) = Fey (w2, y1) + Fen (21, 1)
Demonstratie. Avem

Py <& <a) Ny <n <)) =
=P((r1 <§<z)N(n<y2)) — P((r1 <§<z0) N (0 <))

Apoi, observam ca fiecare dintre cei doi termeni de mai sus poate fi la randul sau
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descompus:
P((z1 <& <) N(n<y2)) = P(E< @) N (<o) — Pllar <€ N (0 < ya))
= Fep(w2,y2) — Fep(1,92),
respectiv
P((zy <& <a)N(n<y)) = PU(E<x2)N(n <)) — Pl <§)N(n <))
= Fey(22,y1) — Fen(w1, 1)

Apoi, prin inlocuirea relatiilor de mai sus, obtinem rezultatul ce trebuia demonstrat.

4.3 Densitatea de probabilitate de ordinul doi

Se definegte densitatea de probabilitate de ordinul doi a perechii de variabile aleatoare

(1) ca:

O?*Fey(z,y)
= =097 4.2
Explicitand formula derivatei, putem scrie:
aan(l’, y) — lim an(:)? + Az, y) — an(x, y)
ox Az—0 Ax ’
dupa care:
o x, . r+Ax,y)— T,
) 82F€,7(x,y) a( Fsgi y)> P (hmAa:—>0 Fep(a+ Ayi Fey( y))
w, i = = g
ety Oxdy oy oy
OF¢, (z+Ax,y) _ OF ¢y (z,y)
— I dy Jy
A;,-Iilo Ax
. 1imAy—>0 an(erAz,erAAy;ngn(x+Aaz,y) . hmAy—»O an(a:,erAAy;ngn(a:,y)
= lim
Axz—0 AZL’
— L I Fep(x + Az, y + Ay) — Fep(xz + Az, y) — Fep(x,y + Ay) + Fey(2,y)
= lim lim ,
Az—0 Ay—0 Al‘Ay

adica, tinand cont de proprietatea [4| a functiei de repartitie de ordinul doi, putem scrie:

P e (z,z+Ax])N(ne (yy+AyY)))

Wen(T,y) = Alggo Alggo AzAy ' (43)
Relatia (4.3]) poate fi rescrisa ca:
wey(v,y)Azdy ~ P € (z,2+Az])N(n € (y,y + Ay))). (4.4)

Az, Ay,

Relatia poate fi interpretata la fel ca i in cazul unidimensional: cu ajutorul
densitatii de probabilitate de ordinul doi wg, se poate calcula probabilitatea ca, in acelasi
timp, £ sa se afle in intervalul infinitezimal (z,z + Ax] iar n sa se afle in intervalul
(y, y+Ay], iar aceasta probabilitate este data de volumul de sub graficul functiei densitate
de probabilitate delimitat de domeniul (z,z + Az] X (y,y + Ayl.



34 CAPITOLUL 4. PERECHI DE VARIABILE ALEATOARE

Proprietatile densitatii de probabilitate de ordinul doi
1. wey(z,y) > 0,V(z,y) € R

2. Pentru orice domeniu D € R? care reprezintd un eveniment, P ((f,n) € D) =

{,f wen(z, y)dady.

Demonstratie. Orice domeniu plan D poate fi descompus ca o reuniune de sub-
domenii infinitezimale dreptunghiulare nesuprapuse (z;, z; + Az;] % (y;, y; + Ay;l,
dupa cum este aratat in figura

XX +AX] X [y,y Ayl

De R?

S~

Figura 4.2: Descompunerea unui domeniu plan intr-o reuniune de subdomenii infinitez-
imale nesuprapuse.

Atunci, se poate scrie:

P((¢,n) € D)= P ((S,n) e YU ez + Az x [y, + ij]))
P (4.5)
= ZZP((S € [z, 2 4+ Az]) 0 (n € [y;,y; + Ayyl)),

ceea ce, tinand cont de (4.4)), devine:

P((&m) € D)= > > wey (@i, y;) AxiAy;.
v ]
Facand Az; — 0 si Ay; — 0 in relatia de mai sus, se obtine, evident, relatia pe care

trebuia sa o demonstram.

3. Conditia de normare a densitatii de probabilitate de ordinul doi:

// Wen(z,y)dady =1

RQ
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Demonstratie. Se scrie proprietatea [2] pentru D = R2.

z oy
4. Fep(z,y) = | [ wey(u,v)dudo.

—00 —00
Demonstratie. Se scrie proprietatea [2] pentru D = (—o0, x| X (—00,y] si se tine

cont de (4.1)).

5. Calculul densitatilor de probabilitate de ordinul unu (numite, in acest context, den-
sitati marginale), in functie de densitatea de probabilitate de ordinul doi:

[e.9]

wele) = [ wey(o. )y (46a)

—00
[e.9]

wy(y) = /wgn(:p,y)dx (4.6Db)

—00

Demonstratie. Vom demonstra numai prima dintre relatiile de mai sus, cealalta
demonstrandu-se analog. Se scrie proprietatead] a densitatii de probabilitate pentru
y = 00, si, tinand cont de proprietatea |3| a functiei de repartitie, rezulta:

Fi(2) = Fey(z, 00) = / 7w§n(u,v)dudv, (4.7)

de unde:
dFe(z) d [ [ !
we(z) = % = a//wgn(u,v)dudv: /wgn(x,v)dv. (4.8)

In deducerea relatiei de mai sus s-a tinut cont de faptul ca, pentru o functie oarecare
f(z), are loc relatia

d T
= [ s =) (4.9)

Aceasta proprietate ne arata clar cat de multa informatie suplimentara ne aduce
caracterizarea de ordinul doi a perechii de variabile aleatoare fata de caracterizarea
de ordinul unu a fiecareia dintre variabile. Practic, interpretarea relatiilor (4.6al)
si este aceea ca densitatile de probabilitate marginale se obtin prin proiectia
functiei densitate de probabilitate de ordinul doi pe fiecare dintre cele doua axe.
Este clar ca doua functii unidimensionale obtinute prin proiectie nu pot contine la
fel de multa informatie ca functia bidimensionala care a fost proiectata. Rezulta ca,
in general, nu se poate determina densitatea de probabilitate de ordinul dot pornind
de la cele doua distributii de ordinul unu!
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4.4 Distributii conditionate

In foarte multe situatii din practica, este de interes cunoagterea distributiei lui n atunci
cand ¢ ia o anumita valoare x, respectiv wyre=z}(y). Aplicarea directa a definitiei
nu este posibild, intrucat in general, dupa cum am aratat in capitolul [3 P({ = z) = 0.
Totusi, densitatea respectiva poate fi definita printr-o trecere la limita. Sa consideram
mai Intai evenimentul A = {z; < £ < z5}. Conform (3.7)), avem:

- » P((n<y)N(z1 <E<a9))  Feylwa,y) — Feylar,y)
Mosese W = TPy <€ <) Felwn) — Fewr)

(4.10)

In relatia de mai sus, am aplicat proprietatea || a functiei de repartitie de ordinul doi.
Prin derivare dupa y, obtinem:
OF¢y(w2,y)  OFegy(m1,y)
Wn|{ay <e<an} (V) = Winsssanl) _ "0 = oy (4.11)
dy Fe(w2) — Fe(1)
Tinand cont de proprietatea a densitatii de probabilitate de ordinul doi si de relatia ,
putem scrie:

z oy
OF,(r.9) 0 [ [ wey(u,v)dudv z

o\, Y) = —oo—o0 _

9y = 3y = /wgn(u,y)du, (4.12)

de unde (4.11)) se scrie:

—0o0

o 1 X2
[ wey(u, y)du — [ we,(u, y)du J wen(u, y)du
Wy {21 <<z == — == . 413
n{z1<€< 2}(3/) Fg(Z'Q) _ Fﬁ('xl) Fg(l’g) - Fg(lj) ( )
Alegand x; = x, respectiv 3 = x + Az, putem rescrie pe (4.13]) sub forma:
x+Az

Wep(u, y)du
f 577( ) wén(x’ y)A,’I’

Putem, deci, scrie ca:
wey (7, Y)
Wylge=a}(y) = fgg(m) . (4.15)

Pentru un z; fixat, functia we,(z1,y) este o curba ce reprezinta intersectia intre
suprafata wg,(x,y) cu planul z = z; (dupa cum este ilustrat in figura . Interpretarea
relatiei este ca densitatea de probabilitate wyqe=s,}(y) reprezinta ecuatia curbei
respective normalizate cu we(x), astfel incat sa devina de arie unitara.

Evident, relatia (4.15) poate fi scrisa in mod similar si pentru cealalta variabila
aleatoare. Putem, deci, scrie ca:

Wen (T, Y) = We| =y} (2)Wy(Y) = Wyj{e=zy (y)we (). (4.16)

interpretarea functiei we|r,—,) fiind de intersectie a suprafetei we,(x,y) cu planul y =
constant.
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W, (Xy) Wy, (XY)

Figura 4.3: O densitate de probabilitate de ordinul doi si intersectia ei cu planul x = .

4.5 Variabile aleatoare independente

Prin definitie, doua variabile aleatoare & gi i sunt independente daca evenimentele {{ < =}
si {n < y} sunt independente pentru orice x i y in R. Reamintindu-ne definitia a doua
evenimente independente ([2.5)), avem:

Fey(z,y) = P(( <2)N(n <)) = PE < 2)P(n < y) = Fe(2) Fy(y), (4.17)

de unde, prin derivare dupa x si y, obtinem:

Wey(x,y) = we(z)w,(y). (4.18)

Evident, in ipoteza de independenta, relatiile (4.16) si (4.15]) devin:

W=y} (2) = we(2), (4.19)
Wylge=a}(y) = wy(y). (4.20)
Trebuie remarcat faptul ca independenta este singura ipoteza in care cunoasterea celor

doua distributii de ordinul unu este suficienta pentru determinarea distributiei de ordinul
doi a perechii de variabile aleatoare.

4.6 O functie de doua variabile aleatoare. Teorema
limita centrala.

Presupunem ca avem doua variabile aleatoare & si 7, avand distributia de ordinul doi
wg, cunoscuta. Obtinem variabila aleatoare ¢ aplicand functia g: R* — R (cunoscuta)
variabilelor aleatoare & si 7:

¢=g(&n). (4.21)
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La fel ca si in capitolul , ne punem problema calculului densitatii de probabilitate w,
a variabilei aleatoare transformate ( in functie de distributia de ordinul doi a variabilelor
aleatoare initiale wg, si de functia de trecere g. Avem urmatoarele relatii:

Fe(2) = P(C < z) = P((&n) € D2), (4.22)

cu

D.~{(e RQ\gu,y) <2} (123)

Trebuie, deci, determinat domeniul D, din (4.23), dupa care relatia (4.22)) poate fi
scrisa (tinand cont de proprietatea 2| a densitatii de probabilitate de ordinul doi):

Fi(2) = [ [ wey(a,)dady, (4.24)

iar apoi
dF,(z d
we(z) = dC( ) = £// Wey (2, y)dady. (4.25)
D

z

Problema care ramane de rezolvat este determinarea domeniului D, pentru fiecare
z € R, operatiune care necesita o tratare separata pentru fiecare functie g considerata.
In cele ce urmeaza, vom da un exemplu de aplicare a celor descrise mai sus.

Exemplu. Distributia sumei a doua variabile aleatoare.
Consideram functia g(x,y) = x + y, ceea ce este echivalent cu a spune ca:

=&+ (4.26)

r+y< z} este cel prezentat in figura .

In aceste conditii, ecuatia (£.24) devine:

Domeniul D, = {(a:, y) € R?

0o 2—Y
Fe(z) = //wgn(x,y)dxdy: / /wgn(x,y)dxdy, (4.27)

D, —00 —00

iar ecuatia (4.25)) devine, la randul ei:
0o zZ—Y 00 z—y
d d
we(z) = e Wey(x, y)dady = e Wey(x,y)de | dy
OO_OO - - e (4.28)
= /wsn(z—y,y)dy-

In calculul relatiei (4.28) s-a tinut cont de (4.9).
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Figura 4.4: Domeniul D, pentru functia g(z,y) = = + .

Daca, in plus, £ si n sunt independente, atunci relatia (4.28)) se scrie:

[e.e]

we(z) = / we(z — g)wg(y)dy = we(C) % wy(C). (4.20)

—0o0

Rezultatul de mai sus, care afirma ca densitatea de probabilitate a sumei a doua
variabile aleatoare independente se obtine prin convolutia celor doua distributii, este foarte
important, intrucat sta la baza demonstratiei unei teoreme fundamentale in statistica, si
anume teorema limitda centrald care se enunta astfel:

Teorema. Fie &,&, ..., &y variabile aleatoare avand distributii oarecare, satisfacand
doar urmatoarele conditii:

1. oricare doua dintre variabile, §; si §;, sunt independente,

2. nici una dintre variabile nu are o valoare preponderenta fata de celelalte, ceea ce
e echivalent cu a spune ca varianta fiecareia dintre ele este neglijabila in raport cu
suma variantelor celorlalte:

N
O’iz < Z a?.
i=1
i#j

Atunci, variabila aleatoare n = & + & + ... + &y are o distributie gaussiana atunci cand
N — oo.
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Figura 4.5: Distributiile variabilelor aleatoare obtinute prin convolvarea a ¢ distributii
uniforme in [0,1] (¢ = 1,...,6) — reprezentate cu linie continua — si distributiile gaussiene
avand aceleasi medie si dispersie — cu linie punctata.

Nu vom da o demonstratie a acestei teoreme, ci ne vom margini doar la argumenta
ca distributia lui n, conform relatiei , se obtine prin N operatii de convolutie a
distributiilor variabilelor &;.

Sa consideram, spre exemplu, un caz particular, i anume sa facem ipoteza ca &; au
toate o distributie uniforma in intervalul [0,1]. In figura sunt prezentate functiile
rezultate prin convolvarea succesiva a ¢ = 2,3... distributii uniforme. Se observa ca pe
masura ce ¢ cregte, distributia rezultata variaza din ce in ce mai putin de la 7 la ¢ + 1,
tinzand la o functie invarianta la convolutie. Aceasta functie este functia clopot a lui
Gauss. Se poate demonstra cu usurinta ca prin operatia de convolutie intre doua functii
clopot ale lui Gauss se obtine tot o functie clopot a lui Gauss, ceea ce justifica
rezultatul enuntat de teorema limita centrala.

Nu putem incheia discutia fara a mai face doua observatii pe tema teoremei limita
centrala:

e din cele discutate mai sus, rezulta ca suma oricator variabile aleatoare gaussiene
este fara nici un fel de aproximare tot o variabila aleatoare gaussiana;

e desi teoretic distributia sumei se apropie de gaussiana doar pentru N — o0, se
observa ca, practic, distributia rezultata prin sumarea a N variabile aleatoare inde-
pendente este aproximata destul de bine gaussiana chiar si pentru /N mic: se observa
din figura ca diferenta corespunzatoare lui N = 6 este absolut nesemnificativa.
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4.7 Teorema de medie

La fel ca gi in cazul unidimensional, se poate enunta si aici o teorema de medie (pe
care-o vom accepta fara demonstratie), care permite calculul mediei variabilei aleatoare
transformate ¢ direct din distributia de ordinul doi a perechii initiale wg, si din functia
de trecere g.

Teorema. Media variabilei aleatoare ¢ = g(§,n), indiferent de functia g si de distributia
Wey, se poate calcula cu formula:

¢= / / 9(z, y)wey(z, y)dady. (4.30)

Exemplu. Media sumei a doua variabile aleatoare. Fie ( = £ + 7. Avem:

(=t = [[ @+ uugle sy
RQ

= // xwgn(x,y)dxdy—i-// YWwey(x, y)dzdy
R2

03
— /x /wgn(x,y)dy dx+/y /wgn(x,y)dx dy (4.31)
B we(a) S walo) l

- /xwf(g;)dwr/ywn(y)dy—@rn

= %r = ~ _

Rezultatul obtinut mai sus, conform caruia media sumei a doua variabile aleatoare
este egala cu suma mediilor, indiferent de gradul de (in)dependenta al acestora, este un
rezultat important, pe care il vom folosi intensiv in restul lucrarii.

4.8 Momente

Dupa modelul de la capitolul |3 se pot defini momente care sa caracterizeze o pereche de
variabile aleatoare. Astfel, se definesc momentele necentrate de ordin (k,l) ale perechii
de variabile aleatoare (£,7) ca fiind media statistica a produsului &'

mg,! £ &l = / / 2"y wey (2, y)dady. (4.32)
R2
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Momentul necentrat mixt de ordin doi (corespunzator lui k = [ = 1) se numeste corelatia
intre § si 7, si se noteaza cu Rgy:

1,1 —~_ not
mén ) = En = Rey = // rywey(z,y)dady. (4.33)
R2
De asemenea, se pot defini momentele centrate de ordin (k,l) ale perechii (£,7) ca
fiind momentele necentrate ale variabilelor centrate (adica ale variabilelor din care s-a
scazut media, astfel incat sa devina de medie nula):

Mg”é(ﬁ—@kW—ﬁYI//Cﬁ—@kw—ﬁfwﬂmw¢My (4.34)

Momentul centrat mixt de ordin doi (pentru & = [ = 1) se numeste covariatia intre £
si ), si se noteazd cu Kgy:

E-00-1" K= [[ (-8 v -mueog)dody (4.35)

Prin prelucrari elementare, se poate arata ca:

Koy = (=8 m—-m)=n—q—En+a (4.36)

— -G+ =& — &7~ &1+ &7 = & — € = Rey — &1

In calculul de mai sus s-au folosit dous rezultate obtinute anterior: media sumei este
suma mediilor, respectiv constantele ies in afara operatiei de mediere (motiv pentru care,
de exemplu, &7 = £7).

Definitie. Doua variabile aleatoare se numesc decorelate atunci cand covariatia dintre

ele este nula:
K¢y = 0. (4.37)

Proprietate. Daca doua variabile aleatoare sunt independente, atunci ele sunt si decore-
late. Reciproca nu este in general valabila.
Demonstratie. Daca £ si n sunt independente, avem:

&n = / / wywey(z, y)dady = / / wywe(r)w, (y)dedy

RQ
00 % _ (4.38)
— /xwg(x)dm/ywn(y)dyzfna
et

si, deci:
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Vom arata in paragraful urmator ca gradul de corelare intre doua variabile aleatoare
(masura data atat de corelatia, cat si de covariatia intre cele doua variabile) reprezinta
gradul de dependenta liniara intre cele doua variabile, adica masura in care dependenta
dintre cele doua variabile poate fi aproximata printr-o relatie liniara de tip n = a& + b.

4.9 Dreapta de regresie

In acest paragraf vom arata faptul ca momentele mixte de ordinul doi ale unei perechi de
variabile aleatoare (corelatia, covariatia) sunt o masura a gradului de dependenta liniara
intre cele doua variabile.

Sa presupunem urmatorul exemplu: ne intereseaza studiul dependentei statistice intre
dous variabile aleatoare. In absenta cunostintelor statistice despre £ si 7, se acumuleaza
prin experimentari succesive cat mai multe realizari particulare (§ @, 77(75)) ale perechii de
variabile aleatoare, iar punctele rezultate se ageaza pe un grafic bidimensional.

Din forma norului de puncte rezultat se pot trage concluzii referitoare la tipul de
dependenta intre £ si 7. Astfel, cu cat forma norului seamana mai pronuntat cu o dreapta
(ca in figura [4.6](a)) cu atat inseamnd c& intre cele doud variabile existd o dependenta
liniara mai puternica, cu alte cuvinte, aproximarea uneia din cealalta printr-o relatie
liniard este mai bund. Dacd forma norului este haotic (ca in figura [4.6](b)), Inseamnd c&
¢ sim sunt independente, si incercarea de a o aproxima pe vreuna din cealalta dupa o relatie
oarecare (nu neaparat liniara) este sortitda esecului. Pot exista cazuri in care norul de
puncte nu este haotic, dar forma dupa care se orienteaza nu este liniara (v. figura(4.6|(c));
in acest caz, variabilele aleatoare sunt independente liniar (ceea ce e echivalent cu faptul
ca ele sunt decorelate, dupa cum vom arata in continuare) dar nu sunt independente!

Figura 4.6: Exemplificarea tipurilor de dependenta intre variabile aleatoare. Diagrama
(&,n) pentru diverse cazul (a) £ si g corelate; (b) £ si n independente; (c¢) £ si n decorelate,
dar dependente.

Sa presupunem in continuare ca ne aflam in situatia in care forma norului de puncte

) nli A at liniara; u i, pr ximarii uia ca
@) n@) este cat de cat liniard; se poate pune, deci, problema aproximérii acestuia cat
mai bune cu o dreapta. Dreapta respectiva (numita dreapta de regresie) ar aproxima pe

1 cu o functie liniara de £ (vezi figura .
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Figura 4.7: Problema aproximarii liniare: norul de puncte (€@, 7)) si, cu linie punctata,
dreapta de regresie.

Astfel, trebuie cautate numerele a,b € R astfel incat estimarea liniara a lui n din &,
notata cu 7 si data de:
n=al+b (4.39)

sa se fie “cat mai apropiata posibil” de valoarea reala a lui 1. Acest deziderat trebuie
tradus matematic, printr-un criteriu de eroare, pe care-1 alegem criteriul erorii patratice
medii minime. Aceasta alegere este justificata in principal prin faptul ca acest criteriu
conduce la o solutie matematica ce poate fi exprimata analitic. Se definegte, deci, eroarea
patratica medie ¢ ca fiind:

B - (4.40)

cu ajutorul careia definim matematic problema ca:
a,b =7 astfel Incat ¢ = e (4.41)

Problema este una de aflare a minimului unei functii in functie de doua argumente.
Avand in vedere faptul ca functia e patratica in oricare din cele doua argumente, se poate
arata ca problema se poate trata separat, ca doua probleme de minimizare unidimen-
sionala. Asadar, valorile lui a si b care-1 minimizeaza pe ¢ se obtin facand:

Oe

% =0=b, (442&)
Oe

— = 4.42
7a 0= a, ( b)

unde a, $i b, reprezinta valorile optimale ale parametrilor a si b. Avand in vedere ca e
poate fi scrisa ca

e=(n—n)=n-a—-0)7° (4.43)
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relatia (4.42al) devine

85_8(77—@5—17)2_

— = =-2(n—al —b) = 4.44
o o (& 5)=0, (1.4
de unde rezulta valoarea lui b:
bo =17 — al (4.45)
Inlocuind-o pe aceasta in (4.43), rezulta:
— — 2
e=((n—m—al§-9), (4.46)

dupa care (4.42b)) poate fi scrisa

% _ (-1 (;aa(f -9) _ (=7 —a—9) (-9

(4.47)
= =2
=2 (=1 =8 - (e~ ©)) = -2 (Key — a0?) =0
de unde rezulta valoarea lui a care-1 minimizeaza pe e:
K
T — (4.48)

O¢

Inlocuind valorile obtinute pentru a, si b, (din relatiile (4.48) si (4.45])) in relatia (4.39),

rezulta ca ecuatia dreptei de regresie, care aproximeaza optim pe 7 ca o functie liniara de
¢ (in sensul erorii patratice medii minime) este:

Mo = _2<€ - Z) + 1. (449)

Am notat valoarea optima a lui 7 cu 7.

Prima observatie importanta pe care o facem este ca daca £ si n sunt decorelate, adica
daca K¢, = 0, atunci avem 17, = 7, adicd cea mai buna aproximare liniard a lui n in
functie de & nu depinde de acesta. Altfel spus, intre doua variabile decorelate nu exista
nici un fel de dependenta liniara!

A doua observatie, nu mai putin importanta, este urmatoarea: daca K¢, # 0 atunci
singurul lucru ce poate fi afirmat este ca £ si 7 nu sunt decorelate, intre ele exista o
anumita dependenta liniara. Ce nu se poate evalua, insa, pe baza valorii efective a lui
K¢, este cat de puternica este dependenta respectiva, cu alte cuvinte, cat de apropiat este
norul de puncte (£@,7®) de o dreapti. Aceastd masura poate fi studiats numai studiind
valoarea erorii obtinute prin aproximarea lui n cu 7.
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4.9.1 Coeficientul de corelatie

Scriind formula erorii patratice medii minime obtiute, avem:

Emin = (1 —1)" = ((77 -7 = %(5 - Z))

S — Ky ——— K2 —
= (-2 —2=L (- — &) + (- ¢)°
N—— O 7 e et O-EW_/

13
& Ken o? (4.50)
2 2 2
_ 2 KEn Kﬁn_ 2_K§n
=0y 2 o2 + o2 =0y o2
3 13 3

2
:02 [1— (_Kgn) ] .
0¢0y

Termenul pus in evidenta in expresia finala a erorii patratice medii minime se noteaza cu
Pen S1 se numeste coeficient de corelatie:

K,
pen = —- (4.51)

oeoy
Coeficientul de corelatie pg, reprezinta valoarea normalizata a covariatiei, care permite
evaluarea absoluta a masurii dependentei liniare intre ¢ si 7. Intr-adevar, scriind:

Emin = 0727 (1 — pgn) , (4.52)

se observa ca pe, este de modul subunitar, in caz contrar, eroarea patratica medie devenind
negativa, ceea ce este imposibil, avand in vedere ca aceasta reprezinta media patratului
unei valori:

|pen| < 1. (4.53)

Mai mult, se observa ca pe masura ce |pg,| /1, eroarea pe care o facem aproximandu-1
pe n cu 17, este din ce in ce mai mica. La limita, avem:

|/0£77| =1 & cun=0 & n=1,

cu alte cuvinte, daca modulul coeficientului de corelatie este egal cu unu, intre & si n
existd o dependents liniars functionald (norul de puncte (€®,7®) este o dreapté).

O ultima observatie la acest capitol este legata de semnificatia unei valori negative a
coeficientului de corelatie. Faptul ca pg, < 0 semnifica numai faptul ca panta dreptei de
regresie este negativa, in nici un caz faptul ca £ si n sunt mai putin corelate decat in cazul
pen > 0!

In figura , este prezentat un exemplu al formei norului de puncte (£®,7®) pentru
diverse valori ale lui pe,.

!Dac# media pitraticd a unei variabile aleatoare este nuld, atunci variabila aleatoare respectiva (in
cazul nostru 7 — 7,) este determinist egald cu 0.
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Figura 4.8: Forma norului de puncte (£, 7() pentru diverse valori ale coeficientului de
corelatie.

4.10 Distributia gaussiana de ordinul doi

Variabilele aleatoare £ si n se zice ca au o distributie gaussiana (sau normala) de ordinul doi
de parametri my, ms, o1, 09,7 (51 se noteaza (£,n): N (my, ms, 01, 09,7)) daca densitatea
lor de probabilitate de ordinul doi este data de:

(2.1) 1 1 (x —mq)?
Wep (X = exp | — —
A 2moi09v 1 — 12 P 2(1 —12) ot
(z —mi)(y —ma)  (y—my)
—2T 2 9 (454>
0109 g3

cu my si my oarecare, o1 > 0, 0o > 0 |r| < 1.

Prin calcul direct, folosind proprietatea |5 a densitatii de probabilitate de ordinul doi,
se poate arata ca daca perechea (£,7) are o distributie gaussiana de ordinul doi, atunci
si € si n au o distributie gaussiana de ordinul unu, mai precis &: N (mq,01), respectiv
n: N(ma, 02).

Reciproca afirmatiei de mai sus nu e valabila. Cu alte cuvinte, faptul ca atat £ cat si
n au fiecare o distributie gaussiana de ordinul unu nu garanteaza faptul ca perechea (£, 1)
are o distributie gaussiana de ordinul doi!

Am vazut mai sus ca primii patru parametri ai gaussienei de ordinul doi au semnificatia
de medii, respectiv dispersii, ale celor doua variabile aleatoare. Cat despre al cincilea
parametru, respectiv r, se arata prin calcul direct ca acesta reprezinta coeficientul de
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Capitolul 5

Semnale aleatoare

5.1 Introducere

Dupa ce am studiat caracterizarea statistica a variabilelor aleatoare si a perechilor de
variabile aleatoare, este momentul sa mergem mai departe. Vom aborda in continuare
problema semnalelor aleatoare, care pot fi vazute precum “colectii” de variabile aleatoare
cu desfagurare in timp. Practic, vom vedea cum se aplica toate rezultatele obtinute in
capitolele anterioare pentru caracterizarea statistica a semmalelor aleatoare, care sunt
obiectul principal de studiu al acestei lucrari.

Semnalele aleatoare sunt semnale guvernate, fie si partial, de legi probabilistice. Cu
alte cuvinte, valoarea unui semnal aleator la un moment dat este, cel putin partial, impre-
dictibila. Din punct de vedere matematic, un semnal aleator este o functie definita atat
pe spatiul esantioanelor €2 cat si pe R:

§: QxR —R (5.1)

Daca fixam wy, € €2, atunci avem de-a face cu o realizare particulara a semnalului aleator,
not

g(wk’v t) =

Este momentul sa atragem atentia, pentru a evita confuziile si a fixa notiunile, asupra

¢ (t), care este ceea ce conventional numim un semnal, adica o functie de timp.

faptului ca termenul de semnal aleator se refera la o clasa de semnale caracterizate de
aceleagi proprietati statistice, si nu la vreun semnal in parte, acesta din urma numindu-se,
asa cum am precizat mai sus, realizare particulara a semnalului aleator. Aceasta este
ilustrata in figura [5.1}

5.2 Caracterizarea statistica a semnalelor aleatoare

Daca fixam un moment de timp oarecare t;, valoarea semnalului la momentul respec-
tiv de timp este o variabila aleatoare £(t1) : @ — R. Aceasta observatie ne inlesneste
descrierea statistica a semnalului aleator folosind marimile statistice introduse in capi-
tolele anterioare pentru caracterizarea variabilelor aleatoare sau a perechilor de variabile
aleatoare.

49
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Figura 5.1: Diverse realizari particulare ale unui semnal aleator.

5.2.1 Caracterizarea de ordinul unu a semnalelor aleatoare

Se definesgte functia de repartitie de ordinul unu a semnalului aleator £(t) ca fiind:

Fe(r1,t) = P(E(t) < 1) (5.2)
Se observa ca definitia ((5.2)) este similara celei din (3.3), cu diferenta ca, in cazul sem-

nalelor, functia de repartitie depinde si de timp. Acest lucru este normal, intrucat functia
de repartitie trebuie sa caracterizeze intreg semnalul, adica variabilele aleatoare £(t1)
pentru orice moment de timp ¢; € R.

Apoi, se defineste densitatea de probabilitate de ordinul unu a semnalului, dupa:
OF¢(x1,t1)

oxy
pe baza careia se pot calcula momentele statistice ale semnalulului, printre care si media,

we(z1,t1) = (5.3)

media patratica gi varianta acestuia:

[e.9]

E(ty) = /xlwg(xl,tl)dxl, (5.4)

—00

[e.9]

&(ty) = /x%wg(xl,tl)dxl, (5.5)

—00

o2(th) = () — E(tr) - (5.6)

Toate aceste marimi statistice de ordinul unu permit caracterizarea completa a com-

portamentului statistic al semnalului la orice moment de timp. Ceea ce nu poate fi evaluat,
insa, cu ajutorul acestor marimi este interdependenta statistica intre valorile semnalului
la doua momente de timp diferite. Pentru aceasta este nevoie de marimi statistice de
ordinul doi, pe care le vom discuta in paragraful urmator.

5.2.2 Caracterizarea de ordinul doi a semnalelor aleatoare

Se definegte functia de repartitie de ordinul doi a semnalului aleator £(¢) ca fiind functia
de repartitie de ordinul doi a variabilelor aleatoare &(t1) si £(t2):

Fee(1, @0, t1,t2) 2 P ((E(t) < 1) N (E(Ls) < @2)). (5.7)
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Ca si pentru ordinul unu, functia de repartitie de ordinul doi depinde si de momentele de
timp t1 si to. Se poate defini apoi densitatea de probabilitate de ordinul doi a semnalului:

aQFgg(xla Zo, tl? t?)
8$18x2

care permite calculul momentelor mixte ale acestuia. Se defineste, deci, functia de

wgg(l'l,l'g,tl,tg) = (58)

autocorelatie a semnalului ca fiind corelatia dintre £(t1) si £(t2), V1,2 € R:

Rf(tl, tz) é f(tl)f(tQ) = // .7711'2'11]55(331, Ta, tl, tg)dl'ldl’g. (59)
R2

Facem observatia ca, degi in spiritul notatiilor utilizate pana in acest punct, functia de
autocorelatie ar trebui notata cu [¢, noi o vom nota cu R¢, considerand ca aceasta
simplificare a notatiei nu introduce nici un echivoc.

In mod absolut similar, putem defini functia de autocovariatie a semnalului ca fiind
functia de autocorelatie a valorilor centrate ale semnalului:

Kelti t2) 2 (€(h) = €0)) (&(t2) — €(82)) = €0)E0) — €(0) €F). (5.10)

Descrierea statistica a semnalelor aleatoare ar putea continua prin definirea densitatilor
de probabilitate de ordin superior lui doi. Evident, cu cat ordinul este mai mare, cu atat
descrierea semnalului este mai completa. Pe de alta parte, cu cat ordinul este mai mare,
cu atat devin mai greu de estimat in mod practic marimile respective. Din aceste motive,
majoritatea aplicatiilor in prelucrarea statistica a semnalelor folosesc marimile de ordin
cel mult doi (medie, functie de autocorelatie, etc.). Exista, totusi, si aplicatii mai speciale
ale prelucrarii semnalelor, in care este necesara folosirea marimilor statistice de ordin trei
si patru, numite statistici de ordin superior, pentru a obtine rezultate ce nu pot fi extrase
folosind marimile de ordinul unu i doi.

5.3 Semnale stationare

In acest paragraf, vom introduce o notiune foarte importanta in teoria statistica a sem-
nalelor, i anume stationaritatea semnalelor aleatoare. Exista doua feluri de stationaritate,
in sens strict i in sens larg, dupa cum vom arata in paragrafele urmatoare.

5.3.1 Stationaritate in sens strict

Un semnal aleator £(t) se zice ca este stationar in sens strict de ordinul n daca densitatea
sa de probabilitate de pana la ordinul n este invarianta la o translatie oarecare in timp:

wg___g(xl,...,xn,tl,...,tn):wg,”g(atl,...mn,tl+T,...,tn—i—T), VreR. (5.11)
S—_— S—_—

n n

Evident, relatia de mai sus este valabila pentru orice n’ < n, Intrucat densitatea de
ordin n’ se obtine ca densitate marginald a celei de ordin n.
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In particular, un semnal stationar in sens strict de ordinul doi este un semnal pentru
care:

we(z1,t) = we(z1,t1 +7), Vr € R (5.12)
Wee (21, T2, t1, ta) = Wee(v1, T2, 81 + 7,00+ 7), VT €R (5.13)

Daca alegem 7 = —t; in relatia (5.12)), obtinem:
we(x1,t1) = we(xq,0) = we(xq), (5.14)

cu alte cuvinte, prima consecinta directa a stationaritatii unui semnal este faptul ca
densitatea sa de probabilitate de ordinul unu nu depinde de timp: la orice moment de
timp ¢, variabila aleatoare £(t) are aceeasi densitate de probabilitate. Consecinta imediata
a acestui fapt este si faptul ca media, media patratica si dispersia semnalului au aceeasi

proprietate. Intr-adevar, daca inlocuim ((5.14)) in relatiile, (5.4)—(5.6]), obtinem:

(t) = ¢, (5.15)
() = &, (5.16)
oz (ty) = o;. (5.17)
Daca, in plus, alegem 7 = —t5 in ecuatia (5.13)), obtinem:
w§§($1,l’2,t1,t2) :w§§($1,$2,t1 —'[Zz,O) :wgg(l‘l,l’z,tl —tg), V7 e R. (518)

Relatia ne arata ca densitatea de probabilitate de ordinul doi a semnalului stationar
in sens strict de ordinul doi nu depinde de cele doua momente de timp ca atare, ci numai
de diferenta intre ele. Altfel spus, oricare doua valori ale semnalului localizate la acelasi
ecart temporal una fata de cealalta vor avea aceeasi distributie de ordinul doi, indiferent
de localizarea lor absoluta pe axa timpului. Evident, acest lucru se va rasfrange asupra
momentelor mixte ale semnalului, adica functiile de autocorelatie si autocovariatie, care
vor avea si ele aceeasi proprietate de a nu depinde de cele doua argumente ca atare, ci

numai de diferenta intre ele. Astfel, introducand ({5.18)) in relatiile (5.9) si (5.10]), obtinem:

Re(t1,t2) = Re(ty — t2), (5.19)
Ke(ti,t) = Ke(t, — ta), (5.20)
Re(m) =&£@)S(t+7) VEeER, (5.21)

=2

Ke(7) = Re(1) — €.

Se observa din relatia (5.22)) ca in ipoteza stationaritatii, functiile de autocorelatie si
autocovariatie difera numai printr-o constanta. Daca, in plus, semnalul este de medie

(5.22)

nula, atunci cele doua functii coincid.
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5.3.2 Stationaritate in sens larg

Stationaritatea in sens strict este o ipoteza greu de verificat in practica pentru majoritatea
semnalelor reale, chiar si pentru valori mici ale lui n. In practica, se foloseste o ipoteza
simplificata, si anume cea de stationaritate in sens larg, care implica invarianta la o
translatie in timp nu a densitatilor de probabilitate, ci a momentelor semnalului de ordinul
unu si doi.

Un semnal se numeste stationar in sens larg daca:
1. media lui este independenta de timp (relatia (5.15]));

2. functia lui de autocorelatie depinde doar de diferenta intre cele doua argumente ale

sale (relatia (5.19)).

Se poate arata ca din si se pot deduce si relatiile de invarianta la o
translatie in timp a celorlalte momente de interes, cu alte cuvinte ca si relatiile ,
si sunt adevarate in ipoteza stationarititii in sens larg.

In cele ce urmeazi, ne vom referi pe scurt la semnalele stationare in sens larg ca fiind
semnale stationare.

Dupa cum spuneam, clasa semnalelor stationare ocupa un loc foarte important in
studiul statistic al semnalelor. Majoritatea semnalelor reale sunt fie stationare, fie pot
fi aproximate pe durate mai lungi sau mai scurte cu semnale stationare, ceea ce explica
interesul aratat pentru acest tip de semnale. In continuarea acestei lucriri, vom considera
stationaritatea semnalelor studiate ca fiind o ipoteza de lucru .

5.4 Proprietatile functiei de autocorelatie

In acest paragraf, vom stabili cateva proprietati importante ale functiei de autocorelatie
a semnalelor aleatoare stationare data de (5.21)).

1. Functia de autocorelatie este para.
Re(T) = Re(—7) VT €R. (5.23)

Demonstratie. Pornind de la (5.21) si alegand 7 = t; — ¢, obtinem R¢(7) =
£t — 1)&(t1) = Re(—7).

Este evident ca asa si trebuie sa fie: R¢(7) reprezinta corelatia intre doua valori ale
semnalului decalate in timp cu 7, oriunde ar fi ele localizate in mod absolut pe axa
timpului. Fie doua momente t; si to, cu to — t; = 7. Atunci, t5 e decalat cu 7 fata
de t1, in timp ce ¢; e decalat cu —7 fata de t5. Rezulta ca Re(7) si Re(—7) masoara,
de fapt, acelasi lucru, si anume corelatia dintre variabilele aleatoare £(t1) si £(t2),
deci trebuie obligatoriu sa fie egale!
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2. Functia de autocorelatie este maxima in origine.

Re(0) > |Re(7)] VT €R. (5.24)
Demonstratie. Calculam media patratica a diferentei {(t) — (¢ + 7):

§

t+ 7
t+ 7

t+ 7
t+7

y2
+ €2

) +&(t+7)
)&t +T) (5.25)

{
|
|

Cum media patratica este obligatoriu pozitiva, rezulta ca Re(0) > Re(7). Repetand
rationamentul de mai sus pornind de la £(t)+£(t+7), va rezulta ca Re(0) > —Re(7),
ceea ce completeaza demonstratia relatiei (5.24)).

Relatia are si ea o interpretare evidenta: valoarea functiei de autocorelatie
in 0 reprezinta corelatia dintre valoarea semnalului la un moment de timp dat si ea
insagi. Este evident ca aceasta corelatie (care e perfecta) nu poate fi mai mica decat
corelatia respectivei valori cu alta valoare a semnalului, decalata cu un 7 oarecare.

. In ipoteza ca in semnal nu exista componente periodice sau deterministe, valoarea

functiei de autocorelatie la infinit este egala cu patratul mediei semnalului.

Re(o0) = €. (5.26)
Demonstratie. Revenind la (5.21) observam ca atunci cand 7 — oo, avem de-a
face cu doua valori care, desi provin din acelagi semnal, datorita ecartului tempo-
ral intre ele, este verosimil sa nu mai fie legate statistic una de alta, adica sa fie
independente. In acest caz, media produsului devine egala cu produsului mediilor,
care sunt egale, si deci, relatia este demonstrata. Evident, presupunerea de
independenta statistica intre doua valori ale semnalului foarte indepartate temporal
una de cealalta nu mai e valabila daca, de exemplu, in semnal exista o componenta
periodica.

. Media patratica si varianta semnalului se obtin din functia de autocorelatie astfel:

& = Re(0) (5.27)
07 = Re(0) — Re(o0) (5.28)
Demonstratie. Relatia (5.27) nu este altceva decat exprimarea relatiei ([5.21)

pentru 7 = 0, tinand in plus cont de (5.16)), in timp ce relatia (5.28)) decurge firesc
din ecuatiile (5.27)) si (5.26)).

. Daca semnalul aleator este periodic, atunci si functia lui de autocorelatie este peri-

odica, avand aceeasi perioada ca si semnalul.

Et)=Et+T)VEteR = Re(1)=Re(t+T)Vr € R (5.29)
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Demonstratie. Scriem ca

Re(r+T) = é(ﬁ)/g(t +7+T) =t +T)E(t+7+T) = Re(r). (5.30)

E(t+T)

Interpretarea relatiei (5.29)) este de asemenea imediata. Daca semnalul este periodic,
daca valorile sale se repeta identic dupa o durata T, este logic sa se intample acelasi
lucru i cu functia sa de autocorelatie: Re(7) este corelatia dintre £(t) si £(t + 7),
care, datorita faptului ca £(t 4+ 7) = £(t + 7 + T') este identica cu corelatia dintre
£(t) si &(t +7+1T), care nu este altceva decat Re(7+ T).

5.5 Functia de intercorelatie

Fie &(t) si n(t) doua semnale stationare. Se pot defini functiile de intercorelatie si
intercovariatie intre cele doua semmnale prin analogie cu functiile similare ce caracteri-
zeaza un singur semnal. Astfel, pornind de la relatia se poate scrie functia de
intercorelatie intre £(t) si n(f) precum:

Rey(m) =&(t)n(t+71) VteR, (5.31)
si, iIn mod similar, se poate scrie si functia de intercovariatie:
Ke(r) = (60) =€) (n(t +7) =0t +7)) = Rey(r) ~ €7, VLR (5.32)

Se observa din modul de definire ca functia de intercorelatie nu mai este o functie

para. In schimb, reluand demonstratia de la proprietatea |1| a functiei de autocorelatie, se
poate arata ca functia de intercorelatie este caracterizata de:

Rey(7) = Rye(—T7) (5.33)
In mod similar cu (5.31)), se poate defini si functia de intercovariatie K, ().

5.6 Semnale ergodice

In acest paragraf, vom introduce o noua clasa de semnale, mai restrictiva decat clasa
semnalelor stationare, si anume semnalele ergodice. Pentru aceasta, insa, este necesara
definirea mediilor temporale ale semnalului.

5.6.1 Medii temporale ale semnalului

Fie ¢ (t) o realizare particulara a semnalului aleator stationar £(t). Se defineste media
temporala a realizarii particulare ca fiind:

|

2
— 1
£k = lim —

T—o0

S
N2

W (t)dt. (5.34)

s —
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In mod similar, se poate defini o functie de autocorelatie temporala calculata pe re-
alizarea particulara respectiva:

o1
Ré(k)(tlth) = lim —

Jim = [ 6@+ 0)EW (¢ + o)t (5.35)

|
vl S~

Facand schimbarea de variabila t + ¢, = 7 in ecuatia (5.35)), se observa ca, prin insusi
modul ei de definitie, functia de autocorelatie temporala depinde numai de diferenta intre
cele doua argumente ale ei:

R (t1,t2) = Rpa (t — ta). (5.36)

5.6.2 FErgodicitate in sensul mediei si in sensul autocorelatiei

Un semnal aleator stationar () se numeste ergodic in sensul mediei daca media temporala
a oricarei realizari particulare ale sale aceeasi si este egala cu media statistica:

£=c¢k) V. (5.37)

Un semnal aleator stationar £(t) se numeste ergodic in sensul functiei de autocorelatie
daca functia sa de autocorelatie calculata pe oricare realizare particulara a sa este identica
cu functia de autocorelatie statistica:

Re(7) = RZ(!«) (1) Vk. (5.38)

In primul rand, sa facem observatia ca problema ergodicitatii nu s-ar putea pune
in absenta ipotezei de stationaritate a semnalului. (intr—adevér, daca semnalul ar fi
nestationar, atunci media lui statistica ar varia cu timpul, deci n-ar fi unica, si, deci,
nu s-ar mai putea pune problema egalitatii cu media temporala a unei realizari particu-
lare oarecare.)

In al doilea rand, este util de precizat faptul ca ergodicitatea este o ipoteza facuta de
multe ori din lipsa de suficiente date, si nu intotdeauna verificata in practica. Ea permite
calculul marimilor statistice ale semnalului pornind de la o singura realizare particulara a
acestuia, si este invocata ori de cate ori avem nevoie de marimile respective in conditiile
in care dispunem de un numar de realizari particulare ale semnalului insuficient pentru o
estimare precisa a acestora.

In paragraful urmator, vom demonstra o teorema care ne arata conditia pe care trebuie
sa o satisfaca functia de covariatie a unui semnal stationar pentru ca el sa fie si ergodic
in sensul mediei.

5.6.3 Teorema ergodicitatii mediei

Fie ¢®)(t) realizarea particulara a semnalului aleator stationar £(¢) definitd mai sus. Fie

,ugpk ) (&) media temporala a realizarii particulare trunchiate pe intervalul [—%, %]
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N

e = [P (5.30)

T
-3
Evident, media temporala definita mai sus este o variabila aleatoare, intrucat ia in con-
siderare un interval finit pentru integrare, si deci, va varia de la o realizare particulara

€W 1a alta. Media statistica a lui ,ugf;) (&) este data de:

1 L7 1_ |z _
i€ =7 [ewwa—7 [@ma-1ed’ ~€ (5.40)
-3 -5t -

In dezvoltarea de mai sus, am folosit ipoteza de stationaritate a semnalului prin fap-
tul ca media statistica este invarianta in timp. De asemenea, am tinut cont de faptul
(demonstrat in capitolul capitolul {4f) ca operatia de mediere statistica comuta cu operatia
de sumare (integrare); in plus constantele (in cazul de fatd raportul 1) ies in afara operatiei
de mediere.

Semnalul £(2) se este ergodic in sensul mediei daca:

lim (Mgi“)(g) - Z)2 ~ 0. (5.41)

T—o00

Intr-adevir, relatia de mai sus este echivalenta cu definitia : ea afirma ca varianta
variabilei aleatoare ,ugpk ) (&) tinde la 0 atunci cand T' — oo. Or, faptul ca varianta unei
variabile aleatoare este nula este echivalent cu a spune ca variabila respectiva este de-
terminista, egala cu media ei. Altfel spus, media temporala pe R a oricarei realizari
particulare a semnalului este egala cu media statistica a acestuia.

Dezvoltand termenul din relatia (5.41)), obtinem:

2 2

(uéf“)(f) - 2)2 —~ % / W)t —¢& | = % / 0 (t)dt — %ZT

z : 2 T : T
= %/(g(k)(t) —E) dt | = %/ (é(k)(tﬂ _g) dt, %/(g(k)(b) _g) dt,
= [ @) - (0w - 9 anas

K{:(tl,tg)

(5.42)
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In dezvoltarea de mai sus, am identificat functia de autocovariatie a semnalului ([5.10)),
care, datorita stationaritatii acestuia, depinde numai de diferenta dintre argumentele sale

(ecuatia (5.20])).
In ecuatia (5.42) se face urmatoarea schimbare de variabile:

T:tl—tg

5.43
6—t, (5.43)

LTI [T T
272 272
(t1,t2) devine un paralelogram in noile coordonate (0,7), dupa cum este prezentat in

Domeniul patrat | ] pe care se face integrarea in coordonatele initiale

figura . intr—adevér, intrucat @ = to, limitele de variatie ale lui # sunt [—%, %] Pentru
un 6 fixat, 7 = t; — ty = t; — 60, deci, avand 1n vedere ca t; € [—%,%], rezulta ca

T €[-% —0,% — 0], ceea ce explica forma domeniului de integrare din figura (b)

Avand in vedere ca transformarea inversa este:

t1:T+0

5.44
b= 6. (5.44)

jacobianul transformarii ((5.43]) este:

e —aa ([ B B ) e (]2 1]) 1 .

or 00

Astfel, ecuatia ([5.42) poate fi scrisa in noile coordonate astfel:

(W€ ~2) = 75 [[ metriaras, (5.46)

unde D este domeniul bidimensional reprezentat in figura (b) In ecuatia (5.46)), facem
mai intai integrarea dupa variabila 6. Se poate observa ca limitele de variatie ale lui 6
depind de 7. Astfel, daca 7 € [0,7] (corespunzator jumatatii paralelogramului situate

deasupra axei absciselor), § € [-Z,Z — 7]. Pentru 7 € [T, 0], ins& (jumétatea inferioard
a paralelogramului D) avem 6 € [—% -7, %] In cele expuse anterior, s-a tinut cont

ci ecuatiile celor dou# drepte oblice ale paralelogramului D sunt § + 7 = L

5, respectiv
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0 +7=—2L. Astfel, ecuatia (5.46]) devine:

T 5T 0 3
(k) 2\ _ 1
pr (&) =€) = —= K (m)dodr + K (7)dodr
(o5 -5/ / I / T
g T 0 z
- K¢(7) do |dr + | K¢(1) do |dr
T / 5 / / 5 / (5.47
%2,_/ ;,_/
L T-1 T+T1 _
. T 0
= — (T' = 1)Ke(r)dr + [ (T + 7)Ke(7)dT
=/ /
1 (7 I
=72 _T(T — |7|)Ke(m)dT = T /_T ( — g) Ke¢(T)dr.

Tinand cont de relatia (5.41]), ajungem la forma finala a teoremei erodicitatii mediei,

A
t A

2 A T

T/2

T/2

-T/2

T2 4

-T/2

(a)

> -T2

T/2

-T/2

(b)

Figura 5.2: (a) Domeniul de integrare in coordonate (¢1,%3); (b) Domeniul de integrare

in coordonate (6, 7)
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care afirma ca un semnal este ergodic in sensul mediei daca:

lim l/T ( - '%') Ke(r)dr = 0. (5.48)

Se observa ca daca semnalul este decorelat la infinit, adica daca 37y € R astfel incat
K¢(7) = 0 pentru V7 > 71y (ipoteza cat se poate de verosimila pentru majoritatea sem-
nalelor reale, conform discutiei purtate in contextul demonstratiei proprietatii|3|a functiei
de autocorelatie) atunci:

[ -5 o

si, deci limita din ([5.48)) este 0, semnalul fiind ergodic in sensul mediei. S& mai precizam

= M < o0, VT € R,

ca aceasta ipoteza a decorelarii a semnalului la infinit reprezinta o conditie suficienta,
nu si necesara, relatia (5.48)) putand fi indeplinita si de alte semnale (printre care gi cele
asimptotic decorelate).

Sa mai remarcam, in final, ca demonstratia de mai sus se poate relua si pentru functia
de autocorelatie, pornind, in loc de media calculata nu pentru semnalul (), ci

pentru 7, (t) = £(t)E(t + 7):

(k) 1

e’ (n) = [ €00 (1t + 7). (5.49)

|
ol iy

Rezultatul final ar face, insa, sa apara functia de covariatie a lui 7,(t) care depinde de
momente de ordin superior lui doi ale lui £(¢).

5.7 Densitatea spectrala de putere

In acest paragraf, ne propunem caracterizarea din punct de vedere spectral a semnalelor
aleatoare stationare in sens larg.

Acest demers nu este unul trivial, si necesita o atentie sporita, datorita faptului ca
ipoteza de stationaritate a unui semnal implica faptul ca acesta este de modul neintegrabil!
intr—adevér, daca un semnal este stationar, atunci el este “obligat” sa aiba suport spatial
infinit E| (ceea ce implica faptul ca, in realitate, nu exista semnale pur stationare), si:

/ E(B)ldt = oo. (5.50)

Dacd nu ar fi aga, daci semnalul ar avea un suport temporal finit, s zicem, £(t) = 0 pentru t ¢ [T1, T5],
atunci mediile semnalului nu ar fi invariante in timp. De exemplu, £2(¢;) = 0 pentru ¢; ¢ [Ty, T3], In
timp ce £2(t2) # 0 pentru to € [T7,Ts] si, deci, semnalul nu ar fi stationar.
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Aceasta implica, mai departe, faptul ca nu putem calcula transformata Fourier a
vreunei realizari particulare a semnalului, stiut fiind ca una din conditiile de existenta a
transformatei Fourier a unui semnal este integrabilitatea modulului acestuia.

Pentru a defini, totusi, o masura care sa caracterizeze spectral semnalul, vom recurge
la urmatoarea constructie. Consideram, mai intai, o realizare particulara a semnalului,
€ gi consideram, mai departe, o varianta trunchiatd a acesteia, pe care o notim fék) si
pe care o definim astfel:

0 in rest

§(k)(t) _ { 5(k)(t) daca [t| < % _ (5.51)

Datorita limitarii suportului temporal, varianta trunchiata este de modul integrabil
. . . . NV k
si, deci, transformata Fourier a acesteia exista i o vom nota cu X:(F)

XPw) = F {00} @) = [ @) expl—jutat. (5.52)

Evident, semnalul original é}fpk) poate fi recuperat din echivalentul sau spectral prin
transformare Fourier inversa:

0 =F {xP )} = / X® () exp(eot)doo. (5.53)

Energia realizarii particulare trunchiate a semnalului este data de:

[e.o]

k
E(Tk) = / rf,«) dt /fT
[ 1 ()
= /fT 7 /X w) exp(jwt)dw
1 (),
~ o X' (w fT exp(jwit)d
1T k k)« 1 k 2
:ﬁ/xy(w)x;) () = o / X0)| do,

unde prin ()* am notat operatorul de conjugare complexa.

(5.54)

Puterea realizarii particulare trunchiate a semnalului este data de:

(k)



62 CAPITOLUL 5. SEMNALE ALEATOARE

Astfel, am reusit sa definim o marime, respectiv valoarea ‘X;k) (w) ‘2, care sa reprezinte
o caracteristica spectrala a semnalului. Ea, insa, caracterizeaza o singura realizare par-
ticulara, si aceea trunchiata, a acestuia. Pentru a obtine o masura care sa caracterizeze
semnalul aleator in ansamblul lui, si nu o realizare particulara oarecare a acestuia, trebuie
sa efectuam o mediere statistica. Astfel, se defineste puterea medie a semnalului trunchiat
&1 ca fiind media statistica a puterii PS(TM:

1 T \W

—0o0 —0o0

In sfargit, ultima operatiune pe care o efectuam este trecerea la limita cand T" — oo
a relatiei (5.56)), pentru a elimina efectul trunchierii. Se defineste, deci, puterea medie a
semnalului netrunchiat ca fiind:

Py = lim P, = / lim ———dw. (5.57)

T—o0

Trebuie mentionat ca faptul ca semnalul este de energie infinita este o consecinta a
duratei sale infinite; puterea lui este finita, deci limita de mai sus exista!

Integrandul din ecuatia se noteaza cu g¢ si se numeste densitatea spectrala de
putere a semnalului:

2
y(k
lim ‘ ;)W)‘ 5.58
Se observa ca puterea medie a semnalului se scrie ca
P = ! [ (w)dw, (5.59)
£ or Gele '

ceea ce justifica intru totul denumirea data marimii g¢: din ecuatia , se observa ca
semnificatia cantitatii ¢ (w)dw este de putere medie a semnalului continuta de armonicile
acestuia din intervalul de frecvente [w,w + dw].

Din relatia , rezulta ca densitatea spectrala de putere este o functie reald si
pozitiva, ceea ce este normal, avand in vedere faptul ca aceasta masoara o putere, marime
prin definitie pozitiva. In plus, g¢ este o functie pard, aceasta afirmatie fiind justificata prin
proprietatea transformatei Fourier a unui semnal real de a avea valori complex conjugate
in puncte situate simetric fata de 0.

In paragraful urmator, vom enunta si demonstra o teorema fundamentala a teoriei
statistice a semnalelor, care stabileste legatura intre marimile statistice spectrale si tem-
porale ce caracterizeaza semnalele aleatoare stationare.
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5.8 Teorema Wiener—Hincin

Teorema Wiener—Hincin face legatura intre functia de autocorelatie si densitatea spectrala
de putere a semnalelor aleatoare stationare in sens larg.

Teorema. Densitatea spectrala de putere a unui semnal aleator stationar in sens larg
este transformata Fourier a functiei sale de autocorelatie.

Demonstratie. Conform celor expuse mai 1nainte, densitatea spectrala de putere a
semnalului poate fi scrisa ca:

T, 2|
X (w) X® (o) X"
o o r (W)X (W)
() = i, = i T 560
Pornind de la (5.52)), avem:
T
2
X0 (w) = / &0 (1)) exp (—jwty) dt, = / £®) (1)) exp (—jwty) dty, (5.61)
_r
2
si observand ca
T
2
X (w) = / £®) (ty) exp (jwty) dts, (5.62)
_r
2
rezulta ca ecuatia ((5.60)) poate fi scrisa ca:
q§ Yll—r>rc>10 //T tl £T tg) eXp( jw(tl _tQ)) dtldtg
fg—
= lim —// &7 (1) (t2) exp (—jw(ty — t2)) dtrdty (5.63)
_,_/

Re(t1,t2)

= lim —// Re(ty —t2) exp (—jw(ts — t)) dtidty
T

T—oo '
2

Reluand pasii demonstratiei teoremei ergodicitatii mediei din paragraful |5.6.3] mai
precis trecerea de la integrala bidimensionala din (5.42)) la cea unidimensionala din ([5.47)),
rezulta ca, pornind de la (5.63), putem scrie densitatea spectrala de putere ca:
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T

1 :
de(w) = Jim . [T = [F)Re(r) exp(—jwor)dr
“r
T T
:Tlim Re(7) eXp(—juJT)dT—Tlim /‘;—|R§(T)exp(—jw7)d7 (5.64)
-T =T
= /Rg(T)eXp( Jwr)dT — hm/| Re(7) exp(—jwr)dr

Se poate observa cu usurinta faptul ca primul termen din ecuatia reprezinta
exact transformata Fourier a functiei de autocorelatie a semnalului £(¢). Pentru ca
demonstratia sa fie completa, mai trebuie, deci, demonstrat ca al doilea termen al
ecuatiei este nul, cu alte cuvinte, ca:

lim / %Rw) exp(—jwr)dr = 0. (5.65)

T—o00

Pentru aceasta, trebuie sa folosim ipoteza de integrabilitate a modulului functiei de
autocorelatie a semnalului, ipoteza in absenta careia nici nu se pune problema calculului
transformatei Fourier a acesteia (v. discutia purtata in paragraful |5.7). Vom presupune,

deci, ca:
o

/ [Re(7)|dr = M < . (5.66)

Se poate arata ca din conditia de integrabilitate a modulului functiei de autocorelatie din

ecuatia ((5.66|) rezulta ca:
lim / Re(7)] dr = 0. (5.67)

intr—adevér, valoarea integralei din ecuatia (5.67)) este aria Ar din figura , care
obligatoriu trebuie sa tinda la zero cand T" — oo pentru ca intreaga arie de sub graficul
functiei sa fie finita. Ecuatia (5.67)) poate fi rescrisa:

Ve > 0,37, astfel incat / |Re(7)|d7 < €. (5.68)
T

Fie, asadar, € > 0, si fie T, (fixat) astfel incat sa fie satisfacuta relatia (5.68). Mai
intai, facem urmatoarea observatie:

dT—/|T| |Re(7)|dr (5.69)

/% T) exp(—jwT)dT </‘| Re¢(7) exp(—jwr)
T
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bR

Figura 5.3: O functie de modul integrabil.

Apoi, observam ca pentru 7 suficient de mare (7" > T.), putem scrie:

T —T: T: T
/%\ngdu/...d7+/...d7+/...dr (5.70)
— =T —Te TE

In relatia de mai sus, integranzii celor trei integrale din partea dreapta sunt identici
cu cel din stanga, si au fost omisi din motive de simplitate a scrierii. In continuare, vom
considera separat fiecare din cele trei integrale din relatia de mai sus, si vom arata ca
fiecare dintre ele poate fi facuta mai mica decat . Astfel, pentru termenul din mijloc
putem scrie:

T. .
1
/ 7Rl ar= 7 [ FlIRdr << pt. Tsut. demare (571)
—Te ZTE ,
COI;srtant

In relatia ((5.71)) s-a folosit faptul ca integrala este una pe un domeniu finit dintr-o functie
finita, si, deci, este constanta. In continuare, pentru al treilea termen, avem:

T T 00
/gmg(r)\dr < [1roldr < [1Rdo]dr <<, (5.72)
Te Te TE

si, in mod absolut similar cu relatia (5.72)), se poate arata ca:

T

/ g Re(r)]dr < ... <e. (5.73)

In concluzie, introducand relatiile (5.71)) (5.72) si (5.73) in ecuatia (5.70)), si, suplimentar,
tinand cont de relatia (5.69)), putem afirma ca pentru Ve > 0, 3T suficient de mare astfel
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incat:

T
/T’ 7) exp(—jwT)dr| < 3¢, (5.74)
T

ceea ce este echivalent cu a spune ca relatia (5.65) este demonstrata, ceea ce, mai departe,

face ca relatia ((5.64]) sa devina:

o0

g (w) = /Rg(T) exp(—jwT)dr. (5.75)

—0o0

Cu alte cuvine, demonstratia teoremei Wiener-Hincin, care afirma ca densitatea spec-
trala de putere si functia de autocorelatie a semnalelor aleatoare stationare in sens larg
fac pereche Fourier, este terminatal

5.9 Densitatea spectrala de putere de interactiune

In mod similar cu modul de definire al densitatii spectrale de putere a unui semnal, se
poate defini densitatea spectrala de putere de interactiune intre doua semnale aleatoare
stationare £(t) si n(t), dupa relatia:

. X(/f)*(w)y(k)(w)
Gen(w) = lim ————

(5.76)

Din relatia (.76 este evident ca se poate defini similar si densitatea reciproca g,e care
este legata de gg, prin:

e (W) = ¢, (w) (5.77)

Densitatea de putere de interactiune intre doua semnale nu mai are semnificatia fizica
de putere propriu-zisa, si este denumita astfel numai prin analogie cu densitatea de putere
a unui semnal (dealtfel, se poate observa cu usurintd ca ge,(w) este o functie cu valori
complexe). Densitatea de interactiune este mai mult o masura a dependentei statistice
dintre cele doua semnale, exprimata in frecventa. Se poate arata, reluand demonstratia
din paragraful [5.8, ca densitatea spectrala de putere de interactiune este transformata
Fourier a functiei de intercorelatie dintre cele doua semnale:

ten() = F {Rey(1)} (0) = [ Rey(r) exp(—jior)ar (5.78)

5.10 Zgomotul alb

Un semnal aleator stationar se numeste zgomot de banda larga daca densitatea sa spec-
trala de putere poate fi considerata cu buna aproximatie constanta intr-o banda larga de
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frecvente. Se poate, deci, scrie:

K daca |w| < wr

Ge(w) = { 0 in rest : (5.79)

unde wr este o frecventa foarte mare (mult mai mare decat frecventele celorlalte semnale
considerate in aplicatia respectiva). In teorie, acest tip de semnal este modelat cu un
semnal ce are densitatea spectrala de putere constanta in toata gama de frecvente. Acest
semnal se numeste zgomot alb, denumire ce provine din analogia cu lumina alba, care are
componente in toata gama de frecvente vizibile.

Deci, zgomotul alb are

¢ (w) = K, Vw, (5.80)

si, drept urmare, are functia de autocorelatie
Re(r) = F Hge(w) }r) = Ko(r). (5.81)

Functia de autocorelatie si densitatea spectrala de putere ale zgomotului alb sunt ilustrate
in figura [5.4]

R() 0,0

Kd(t)

Figura 5.4: Functia de autocorelatie si densitatea spectrala de putere ale zgomotului
alb.

Din (5.81]), rezulta ca zgomotul alb este un semnal aleator pur decorelat: Intrucat
Re(t1) = 0 Vt; # 0, rezulta ca oricare doua valori ale semnalului, oricat de apropiate in
timp una de cealalta, sunt decorelate. In acelagi timp, din , rezulta ca el este de
putere infinita. Evident, acest semnal este o idealizare, nu poate exista in realitate, dar
serveste cu buna aproximatie de model pentru multe din semnalele perturbatoare reale.

5.11 Trecerea semnalelor aleatoare prin sisteme

liniare invariante in timp

In acest paragraf vom aborda problema filtrarii liniare a semnalelor aleatoare stationare.
Sistemele liniare invariante in timp (pe scurt, filtrele liniare) sunt de o importanta aparte



68 CAPITOLUL 5. SEMNALE ALEATOARE

in studiul prelucrarii de semnale, fiind de departe subiectul cel mai studiat in acest dome-
niu. Este de interes, deci, studierea comportamentului semnalelor aleatoare la trecerea
prin astfel de filtre. Mai precis, ne intereseaza sa gasim legatura intre marimile statistice
ale semnalelor de la intrarea gi iegirea filtrelor. Pentru inceput, in paragraful urmator,
vom face o scurta trecere in revista a notiunilor de baza referitoare la sistemele liniare,
invariante in timp.

5.11.1 Sisteme liniare invariante in timp

Un sistem se numeste lintar daca, aplicand la intrare o combinatie liniara a doua semnale
axi(t) +bxs(t) cu a,b € R, semnalul de iegire poate fi scris sub forma ay; (t) + by (t), unde
v1(t) si y(t) sunt rdspunsurile sistemului la x4 (¢), respectiv z5(t). (v. figura5.5).

ax, ()+bx, (1) ay, (t)+by.,(t)

Sistem liniar

invariant in timp

ax, (=t )+bx,(t-t ) ay, (t-t 1+by,(t-t )

Figura 5.5: Sistem liniar invariant in timp.

Sistemul se numeste invariant in timp daca actiunea sa asupra unui semnal x(t) este
aceeasi indiferent de momentul cand este aplicat semnalul respectiv la intrarea sistemului.

Se gtie din teoria sistemelor ca sistemele liniare invariante in timp (pe care le vom
numi, pe scurt, filtre liniare) au ca functii proprii semnalele sinusoidale. Altfel spus, daca
aplicam la intrarea unui filtru liniar un semnal sinusoidal de frecventa wg, semnalul de
iegire va fi tot o sinusoida de frecventa wy (cu amplitudinea si faza modificate fata de
sinusoida de intrare). Un filtru liniar va fi, deci, complet caracterizat de o functie care sa
descrie modificarea amplitudinii gi a fazei sinusoidelor pentru fiecare frecventa wy, functie
care se numeste functie de transfer si se noteaza H(w).

Spre exemplu, sa consideram filtrul liniar format dintr-o celula RC prezentat in figura Daca
tensiunea de intrare este sinusoidald, x(tf) = X cos (wot + ¢x), atunci putem scrie tensiunea de iegire
sub forma y(t) = Y cos (wot + ¢y ). Relatia dintre amplitudinile gi fazele semnalelor de intrare si iegire
poate fi exprimata simplu, considerand reprezentarea semnalelor sub forma complexa. Astfel, dacd avem
X =Xexp(jox) s1Y =Y exp (joy), atunci putem scrie:

- 1
Y= J0C =
- 1 == -

R+ yne 1+ jwoRC

Putem, deci, scrie ca:
Y = H(wo)X. (5.82)
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R
O
L
x(t) - C y(t)

Figura 5.6: Celula RC.

In cazul in care semnalul x(t) aplicat la intrarea filtrului liniar nu este sinusoidal,
putem explica forma semnalului de iesire y(¢) tot prin reducere la cazul sinusoidal. Acest
lucru este posibil intrucat stim, de la analiza Fourier a semnalelor, ca orice semnal de
modul integrabil x(t) poate fi descompus ca o suma (infinita) de semnale pur sinusoidale.
Intr-adevir, considerand transformata Fourier a lui x(t):

o0

X(w)=F{zt)}(w) = / x(t) exp(—jwt)dt, (5.83)
atunci 1l putem scrie pe x(t) sub forma:
z(t) = % / X (w) exp(jwt)dw. (5.84)

Relatia (5.84) reprezinta exact descompunerea dorita a semnalului z(¢) intr-o suma de
sinusoide pure.

Tindnd cont de faptul ca, in ipoteza in care x(tf) este un semnal real, avem
X(—w) = X*(w) = | X (w)| exp(—je(w)), atunci relatia (5.84) poate fi adusa la forma:

z(t) = %/|X(w)\ cos(wt + ¢(w))dw, (5.85)
0

ceea ce justificd afirmatia de mai sus. Modulul | X (w)| si faza p(w) ale cantitdtii complexe X (w) sunt
amplitudinea, respectiv faza cosinusoidei de frecventd w ce intra in componenta semnalului z(¢). Cu alte

cuvinte, cantitatea X (w) este tocmai reprezentarea sub forma complexa a sinusoidei respective.

Apoi, pentru fiecare componenta sinusoidala de frecventa w din semnal, putem calcula
faza gi amplitudinea la iegire in functie de cele la intrare (vezi relatia ((5.82])) precum:

Y(w)=Hw)X(w) Vw, (5.86)
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dupa care “recompunem” semnalul de iegire sumand toate sinusoidele Y (w):

y(t) = % / Y (w) exp(jwt)duw. (5.87)

Tinand cont de proprietatea transformatei Fourier privind produsul de convolutie,
relatia (5.86)) poate fi scrisa direct in domeniul temporal, considerand transformata Fourier
inversa a functiei de transfer, notata h(t) si numita functie pondere:

h(t) = FY{HwW)}({t) = % / H(w) exp(jwt)dw. (5.88)
Astfel, relatia poate fi scrisa ca:
y(t) = h(t) xz(t) = / h(T)x(t — T)dT = / h(t — 7)x(r)dT. (5.89)

In paragraful urmator vom arata cum influenteaza trecerea prin filtre liniare marimile
statistice ce caracterizeaza semnalele aleatoare.

5.11.2 Relatii intre marimile statistice la trecerea prin filtre
liniare

Considerand ca la intrarea unui filtru liniar aplicam un semnal aleator stationar £(t),

la iegire vom obtine un semnal aleator, pe care-1 vom nota cu 7(t). Se poate arata cu

usurinta ca si semnalul de la iegire este stationar.

In continuare, vom determina legatura intre marimile statistice ale celor doua semnale.
Rescriind relatia ([5.89)), obtinem pentru orice realizare particulara a acestora:

o0

n() = h(t) % £(1) = / h()E(t — 7)dr. (5.90)

—00

Inmultind relatia (5.90) cu &£(t — @) si aplicand operatia de mediere statistica, obtinem:

o0 [e.9]

n(t)é(t —0) = / h(T)é(t — 1)&(t — 0)dT = / h(T)E(t — T)E(t — 0)dT. (5.91)

—00 —00

Prin identificare de termeni, tinand cont de ecuatiile (5.31)) si (5.21)), si de faptul ca functia
de autocorelatie a unui semnal este para, rezulta:

Rey(6) = / h(7)Re(8 — 7)dr = h(6) x Re(6), (5.92)

—00
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ceea ce, in domeniul frecvential, devine:

Gen(w) = H(w)ge(w). (5.93)

Pe de alta parte, daca inmultim relatia (5.90) cu n(t — @), obtinem:

O —8) = / W(E(t — (it — O)dr = / WOEE— T —B)dr,  (5.94)

ceea ce, prin identificare de termeni, ne da:

o0 o0

R,(0) = / h(7) Ry (T — 0)dT = / h(r) Ry (6 — 7)dT = h(0) % Rye(6). (5.95)

—0o0 —0o0

Rescriind relatia (5.95)) in frecventa, obtinem:

@n(w) = H(w)gpe(w). (5.96)

Folosind in continuare relatia (5.77), si inlocuind pe g, cu valoarea lui data de

relatia , avem:
¢y(w) = H(w)gs,(w) = H(w)H" (w)gi (w) = [H(w) "¢ (w), (5.97)

de unde, tinand cont de faptul ca densitatea spectrala de putere a unui semnal e o functie
reala, rezulta:

tn(w) = [H(w)[*ge(w). (5.98)
Relatia (5.98|) este cea cautata, care stabileste legatura intre marimile statistice ale

semnalelor aleatoare aflate la intrarea si iesirea filtrului liniar. Evident, functia de
autocorelatie a semnalului de la iegire poate fi scrisa:

R, (1) = % / ¢p(w) exp(Jjwr)dw = % / |H(w)|2q5(w) exp(jwT)dw (5.99)

In continuare, vom prezenta cateva exemple de filtre liniare.

5.11.3 Trecerea semnalelor aleatoare prin filtrul trece—jos ideal

Filtrul trece—jos (FTJ) ideal este acel filtru care lasa sa treaca nealterate toate armonicile
semnalului cu frecvente mai mici decat un anumit prag, in timp ce armonicile cu frecvente
superioare pragului respectiv sunt complet rejectate. Un asemenea comportament este
modelat cu ajutorul unei functii de transfer H(w) = |H(w)| exp(j¢(w)) ale carei modul si
fazd sunt date de (v. figura[5.7):

A daca |w| < wp
H = - 5.100
[H(w)] { 0 1in rest ’ ( )
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IH(o)| ()

- [0 - (O]

Figura 5.7: Modulul si faza unui filtru trece—jos ideal.

respectiv,
—wty daca |w| < wy
W) = { 0  inrest ’ (5.101)

Frecventa wy se numeste frecventa de taiere a filtrului si reprezinta frecventa maxima
din semnalul de intrare care este lasata sa treaca de filtru, iar ¢, se numeste timp de
intarziere de grup, si reprezinta intarzierea indusa de filtru in semnal.

Functia pondere a filtrului h(t) se obtine aplicand transformata Fourier inversa functiei
de transfer:

h(t) = F{HW)} (1) = — / " Aexp(—juto) exp(jut)dw

27 ) e
A 1 0 A 1
- - ot — t S ¥ t—t 5.102
T e st —w)| = it~ k) (5102
A
= 20 Gine (wo(t — to)) -
T
unde am folosit relatia sin(x) = w, iar sinc(z) este functia sinus cardinal,
definita ca: )
sinc(z) £ sm(x). (5.103)
T

Se observa ca h(t) # 0 pentru ¢t < 0, de unde rezulta ca filtrul nu este cauza]EL si, deci, nu
poate fi implementat in timp real.

Daca la intrarea filtrului se aplicd un semnal aleator stationar £(¢) avand densitatea,
spectrala de putere ¢¢(w), atunci densitatea spectrala de putere a semnalului la iesire 7(¢)

se scrie, tinand cont de (5.98)), ca:

A?qe(w) dacd |w| < wyp
= 104
0 () { 0 in rest ’ (5104)

2Un filtru se numeste cauzal daci semnalul de iesire apare ca rezultat al aplicirii semnalului de intrare
la intrarea filtrului. Aceasta este echivalenti cu conditia ca h(t) = 0 Vt < 0. Intr-adevir, tindnd cont de
prima egalitate din relatia (5.89), observim c& dacd 371 < 0 pentru care h(r;) # 0, atunci in expresia lui
y(t) va apéarea z(t — 71) care este valoarea lui  la un moment de timp ulterior lui ¢.
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in timp ce functia lui de autocorelatie devine:

wo

/ Ge(w) exp(jwT)dw. (5.105)

—wo

2

R,(r) = 124_7T
In cazul particular in care semnalul de intrare este zgomot alb, cu densitatea spectrala

de putere data de relatia (5.80]), atunci functia de autocorelatie a semnalului la iesire

devine:

AZKWO
T

A f
R,(1) = o / K exp(jwr)dw = sinc(woT). (5.106)

wo

In obtinerea rezultatului de mai sus am reluat calculul de la (5.102)). Forma functiei de
autocorelatie a semnalului de la iegirea filtrului trece—jos ideal este prezentata in figura[5.8

A Rn(‘l:)

2
A Kc)oln

Figura 5.8: Functia de autocorelatie a semnalului de la iegirea filtrului trece—jos ideal
avand la intrare un zgomot alb.

Este de remarcat aici un aspect important, si anume acela ca, desi semnalul la intrare
este complet decorelat, prin filtrarea acestuia cu un FTJ, in el se induce o corelatie.
Mai mult, considerand intr-o prima aproximatie, ca numai lobul principal al functiei
_r

wo ? wo

putem afirma ca aceasta corelatie este cu atat mai importanta cu cat banda de trecere a

“sinc”, situat in intervalul | |, are valori importante, si neglijand restul functiei,
fitrului (in cazul de fata wy) este mai ingusta. Aceasta concluzie, dupa cum vom vedea in
paragraful urmator, este valabila pentru orice fel de caracteristica frecventiala a filtrului.

Inducerea corelatiei in semnal este ilustrata in figurile , , si . In figura
sunt prezentate versiunile originala £(t) si filtrate cu filtre trece—jos cu frecventa de taiere
medie 7(t), respectiv joasa ((t) a unui semnal zgomot alb. Se poate observa ca pe masura
ce frecventa de taiere scade, cu alte cuvinte, selectivitatea filtrului creste, semnalul este
mai neted, ceea ce Inseamna ca este mai corelat. Acest fapt reiese i mai evident din
figura [5.10 care prezintd norul de puncte bidimensional (s(¢);s(t + 7)) pentru 7 = 1
pentru fiecare dintre cele trei semnaleﬂ Se observa faptul ca semnalul original este perfect

3S-a presupus ci semnalele sunt ergodice in sensul autocorelatiei.
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&(t)

2
0
-2
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
T
2t n() .
0 \_/MM\/\/\MW
_2 - -
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
T
2t qQ .
0 ,W
_2 - -
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 5.9: Realizare particulara a unui semnal zgomot alb, notat £(t) si versiunile sale
filtrate cu filtre trece—jos cu frecventa de taiere wy medie, notat 7(t), respectiv joasa, notat

¢(t).

decorelat (norul de puncte este perfect haotic) in timp ce intre esantioanele semnalelor
filtrate exista o corelatie, fapt indicat de forma liniara a norului de puncte. Mai mult,
corelatia din semnalul filtrat cu filtrul mai selectiv ((¢) (figura [5.10](c)) este mai mare
decat cea indusa de filtrul mai putin selectiv n(¢) (figura[5.10}(b)).

In figura este prezentat norul de puncte bidimensional (s(t), s(t 4+ 7)) pentru cele
doua semnale filtrate (7(t) si ((t)) pentru diverse valori ale lui 7. Corelatia indusa in ((t)
este mai puternica: valori relativ distantate in timp ale lui {(¢) inca mai sunt corelate, in
timp ce corelatia se “stinge” mai repede in 7(t).

5.11.4 Trecerea semnalelor aleatoare prin filtrul trece—banda
ideal

Filtrul trece-banda (FTB) ideal este filtrul care lasa sa treaca nealterate armonicile sem-
nalului de intrare situate intr-un interval de frecvente dat si elimina complet celelalte
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3 3
2 2
1 1 -2
S = =
t £ 0 £ 0 .
A = 3 o
-1 -1 e
-2 -2
-3 -3
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Figura 5.10: Norul de puncte (s(¢), s(f + 1)) pentru semnalele din figura [5.9)

—~ ’ ) ’ Pon) ’ ) ’
— N (42] <
gt & & &
& & & &
= = = =
nw nw nw n()
:r] aj 81 @l
:":"/a 24 :":"/n éu éu
AN 3 PN RN PN

w W

Figura 5.11: Norul de puncte (s(t), s(t + 7)) pentru semnalul filtrat cu FTJ mai putin

selectiv (randul de sus), respectiv pentru filtrul mai selectiv (randul de jos) pentru 7 =
1,2,3, 4.
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armonici. Modulul si faza functiei de transfer H(w) sunt date de:

A 3 _ Aw Aw
’H(u))| _ { fiaca |(.U| € [WO 2 , Wo + B ] (5107>
0 1n rest
—(w — wp)ty dacd w € [wg — %Nﬂo + %]
|¢(W>| = —((.d + wO>t0 daca w € [—wo — %’ —wg + %] (5108)
0 in rest

unde wy reprezinta frecventa centrala a benzii, Aw largimea de banda, iar ¢ty timpul de
intarziere de grup. Modulul si faza filtrului trece banda ideal sunt prezentate in figura[5.12

IH(w)| 6(w)
Aw®

\ Aw®
\ /

\ /

\ /

® [0}
~w, o, - o,

Figura 5.12: Modulul si faza unui filtru trece—banda ideal.

Functia pondere a F'TB ideal este data de:

h(t) = F ' {H(wW)} (t) = Aﬁw sinc (%(i - to)) cos(wot), (5.109)

relatie ce poate fi obtinutd pornind de la rezultatul din ecuatia si aplicand teorema
convolutiei in frecventa a transformatei Fourier.

Daca la intrarea FTB ideal se aplica semnalul aleator stationar £(¢), atunci la iesire
vom avea semnalul 7(t) avand densitatea spectrala de putere si functia de autocorelatie
date de:

A%qe(w) dach |w| € [wy — 2%, wy + 22

i) = { S( | in res|t €l =t , (5.110)
_wo—‘,—% w0+%

R,(1) = A? / Ge(w) exp(jwr)dw + /q§(w) exp(jwr)dw | . (5.111)
o B e

Daca semnalul de intrare este zgomot alb, caracterizat de (5.80) si (5.81)), atunci
functia de autocorelatie a semnalului de iegire devine:

A2
R, (1) = A KA sinc (%T) cos(wot). (5.112)

™
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| 0 |

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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Figura 5.13: Realizare particulara a unui semnal zgomot alb £(t) si versiunea sa filtrata
cu un FTB n(t).

Graficul functiei de autocorelatie (5.112), realizat in ipoteza Aw < wy este prezentat in
figura .14

In figura sunt prezentate versiunile originala gi filtrata cu un FTB selectiv (cu
banda de trecere ingusta) a unei realizari particulare a unui semnal zgomot alb. Se poate
usor observa tendinta filtrului de a pastra niste sinusoide de frecvente relativ apropiate,
semnalul filtrat semanand destul de bine cu o sinusoida, spre deosebire de cel original.

In figura este figurat norul de puncte bidimensional [1(t); n(t + 7)] pentru diverse
valori ale lui 7, observandu-se faptul ca in semnal s-a indus o corelatie pe termen destul de
lung, datorata selectivitatii filtrului utilizat. Deci, i in cazul FTB putem trage aceleasi
concluzii ca si cele discutate in cazul FTJ, relative la corelatia suplimentara indusa intr-un
semnal aleator prin operatia de filtrare liniara.



78 CAPITOLUL 5. SEMNALE ALEATOARE

R
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WY Rt AAL

Figura 5.14: Functia de autocorelatie a semnalului de la iegirea filtrului trece—banda
ideal avand la intrare un zgomot alb.

5.12 Filtrul adaptat la semnal

Fie s(t) un semnal determinist de durata finita. Se numeste filtru adaptat la semnal filtrul
liniar invariant in timp care are functia pondere h(t) data de:

h(t) = Ks(—(t — to)), (5.113)

unde K si tp sunt constante reale oarecare, singura constrangere fiind ca ty trebuie ales
astfel incat filtrul sa fie cauzal, adica h(t) = 0 pentru ¢t < 0. Un exemplu de filtru adaptat
la semnal este prezentat in figura [5.16]

Functia de transfer a filtrului adaptat la semnal este:

=K / —(t —tg)) exp(—jwt)dt = — K / T)exp(—jw(to — 7))dr
N (5.114)
— Kexp(—jts) [ slt)explir)dr = KS" (@) exp(—jato),

unde S(w) este transformata Fourier a lui s(f). In dezvoltarea de mai sus, am ficut
schimbarea de variabila —(t —to) = 7.

In paragraful urmator vom demonstra o proprietate importanta a filtrului adaptat la
semnal, si anume ca maximizeaza raportul semnal-zgomot pentru semnalul dat.
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Figura 5.15: Norul de puncte (s(t),s(t + 7)) pentru semnalul filtrat cu FTB 7(t) din
figura pentru T =1,...,6.

s(t) h(®)

0 Y
(a)

Figura 5.16: Exemplu de filtru adaptat la semnal: (a) semnalul original, (b) functia
pondere a filtrului adaptat la semnal.
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5.12.1 Maximizarea raportului semnal-zgomot prin filtrare
liniara

Dispunem de un semnal rezultat prin perturbarea (aditiva) cu zgomot n(t) a unui semnal
util s(t). Aplicand acest semnal, z(t) = s(t)+n(t), la intrarea unui filtru liniar invariant in
timp avand functia pondere h(t), obtinem la iegire un semnal pe care, datorita liniaritatii
filtrului, il putem interpreta ca fiind componenta utila plus componenta remanenta a
zgomotului. Agadar, putem scrie semnalul de la iegirea filtrului sub forma y(t) = s,(t) +
no(t), unde s,(t) este semnalul ce l-am obtine la iegire daca la intrare am avea s(t), iar
n,(t) este semnalul rezultat prin trecerea prin filtru a lui n(t).

Problema pe care ne-o punem in continuare este cautarea acelui filtru liniar care face
ca raportul semnal-zgomot dupa filtrare sa fie maxim. In acest sens, definim raportul
semnal-zgomot la un moment de timp fixat ¢; ca fiind raportul dintre puterea instantanee
a semnalului util la momentul respectiv de timp si puterea medie a zgomotului. Pentru
semnalele de la iesirea filtrului, aceasta se scrie:

[s0(t)[*
e (5.115)

o

Tinand cont de faptul ca

Soltr) = FH{So(w)}(ty) = F {H(w)S(w)}ts)

o0

1 5.116
=5 H(w)S(w) exp(jwt f)dw, ( )
T
respectiv,
1
= o [ @) = / 1H(0) P (5.117)
relatia (5.115]) devine:
2
’f H(w)S(w)exp(jwtf)dw
RSZ,, = (5.118)
o

7f |H(w)|?gn(w)dw

In continuare, vom aplica inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwartz, conform careia,
pentru orice doua functii avand valori complexe A(z) si B(x) are loc relatia:

/ A()B(z)dz| < / A(z))Pdz / |B(2)|2d, (5.119)

cu egalitate daca gi numai daca

A(z) = kB*(z), Va (5.120)
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unde k este o constanta oarecardﬂ Astfel, alegem

Alw) = H(w)Vn(w), (5.121)

respectiv,
By = S espiuty)
Gn(w)

(5.122)

In relatiile (5.121)) si (5.122)) s-a tinut cont de faptul ca densitatea spectrala de putere

¢n(w) este o functie pozitiva. Se observa, de asemenea, ca prin alegerea facuta produsul
A(w)B(w) reprezinta exact integrandul aflat la numaratorul expresiei ((5.118)). Astfel,

folosind ([5.119)), obtinem:

2
dw

S(w) exp(jwty)
qn(w)

Z ’I—I(w)\/qn(u))’2 dwz

J 1) @)

: (5.123)

RSZ;, < 5-

de unde, prin reducerea primei integrale de la numarator cu cea de la numitor (care sunt
identice), se obtine:

2

[ 15w
QH(W)

S(w) exp(jwty)
Gn(w)

1 o0
RSZy, < 5 / dw (5.124)

Se observa ca integrala care limiteaza superior raportul semnal-zgomot nu depinde de
filtrul folosit, c¢i numai de semnalul util si de puterea zgomotului la intrare, care sunt
date. Rezulta, deci, ca aceasta integrala reprezinta raportul semnal-zgomot maxim ce se
poate obtine prin filtrare liniara:

18w
n(w)

RSZ¢; max = dw. (5.125)

—0o0

Mai mult, raportul semnal-zgomot obtinut isi poate atinge valoarea maxima data
de daca in ecuatia se obtine egalitate, cu alte cuvinte, cand este intrunita
conditia ca inegalitatea Cauchy—Buniakovski-Schwartz sa se transforme in egalitate, mai
precis, cand relatia este indeplinita. Tinand cont de (5.121)) si (5.122)), aceasta
devine:

H(w)\/gn(w) = k (S(”)eXp(Mf>> , (5.126)

qn(w)

4Relatiile (5.119)) si (5.120) nu reprezints altceva decdt exprimarea in forma continud, pentru valori

complexe, a relatiei cunoscute din liceu, conform careia, pentru orice numere reale a1, ..., ay, respectiv
. . N 2 N N . ¢ . <
bi,...,by, are loc inegalitatea ) ;" (a;b;)” < (Zi:l a?) (Zi:l b?), cu egalitate dacd gi numai daca

ay _— a2 _ — an
by by b
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ceea ce, tinand cont ca ¢,(w) e reald, se scrie:

S*(w) exp(—jwty)
g Gn(w) '

Hw) = (5.127)
Presupunand mai departe ca zgomotul care perturba semnalul este zgomot alb, si deci, g,
este de forma ([5.80)), rezulta ca functia de transfer a filtrului care maximizeaza raportul
semnal-zgomot la iegire devine:

H(w) = k15" (w) exp(—jwty). (5.128)

Readucandu-ne aminte de relatia , putem concluziona ca filtrul care mazimizeaza
raportul semnal-zgomot pentru un semnal util dat este chiar filtrul adaptat la semnalul
util.

Acest rezultat are cateva aplicatii practice importante, dintre care mentionam aici pe
scurt numai detectia semnalelor, unde problema care se pune este de a decide asupra trans-
miterii unui semnal dintr-o multime finita de semnale cunoscute in prezenta zgomotului.
Mai multe detalii despre acest subiect vor fi prezentate in capitolul [6]



Capitolul 6

Detectia semnalelor

6.1 Introducere

Modelul unui lant, de transmisiune cu detectie pe care il vom lua in considerare in acest
capitol este prezentat in figura [6.1] Sursa S este o sursa discreta de informatie, care
emite simboluri S; dintr-o multime cu M simboluri {Sy, Si,...Sp—1} cu probabilitati
P(S;) P, presupuse cunoscute. Pentru fiecare simbol S;, generatorul de semnal G
genereaza un semnal s;(t) pe durata ¢ € [0,T], care este transmis pe canal. In timpul
transmisiunii, semnalul util este afectat de zgomot n(t), care este un semnal aleator per-
turbator de natura aditiva, astfel incat semnalul receptionat la iesirea din canal se poate
scrie r(t) = s;(t) + n(t) pentru ¢t € [0,7]. Problema detectiei, respectiv a implementarii
blocului de decizie D, este ca pe baza semnalului receptionat r(¢) pe o durata [0, 7] sa se
decida asupra simbolului emis de sursa. legirea blocului de decizie catre utilizatorul final
U este o decizie D;, care semnifica faptul ca se decide ca s-a transmis simbolul S; (ceea
ce, bineinteles, poate corespunde sau nu realitatii).

S, s r(t) D
S G canal D U

n(t)

zgomot

Figura 6.1: Schema generala a unui lant de transmisiune cu detectie.

In figura este prezentat un exemplu pentru semnalele de la intrarea si iesirea
din canal pentru un caz particular: sursa binara (M = 2), semnale constante so(t) = 0,
s1(t) = A pentru t € [0, T] alocate celor doua simboluri. Se observa, fie §i numai din punct
de vedere calitativ, ca problema deciziei asupra simbolului emis de sursa pornind de la
semnalul recuperat la iegirea canalului nu este triviala, in urma perturbarii cu zgomot,

83
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acesta semanand destul de putin cu versiunea sa “curata’.

s, s, s, s ] s s s

Figura 6.2: Exemplu de transmisiune a unui semnal binar printr-un canal cu zgomot. S-
a considerat so(t) = 0, s1(t) = A. Cu linie subtire este prezentat semnalul corespunzator
secventei binare Sy51515051505057 la intrarea pe canal, iar cu linie ingrosata semnalul la
iegirea din canal.

Semnalele s;(t) emise de generatorul G pot fi deterministe, cunoscute atat la emisie,
cat gi la receptie (caz In care spunem ca ne aflam intr-o ipoteza simpld) sau pot fi la
randul lor aleatoare, caz in care spunem ca ne aflam intr-o ipoteza compusa. In ipoteza
compusa, ceea ce difera intre semnalele s;(¢) pentru i = 0,..., M — 1 sunt parametrii
statistici ai acestora.

La receptie, decizia poate fi luata pe baza semnalului 7(¢) observat in mod continuu,
pentru ¢ € [0,7], sau acesta poate fi discretizat (spunem ca spatiul observatiilor este
discret). In acest caz, se alege un numér de N momente de timp in intervalul [0,T7:

O§t1<t2<...<tN§T,

. . . . . . not

i se retin numai valorile semnalului receptionat la acele momente: r; = r(t;) pentru
1 =1,...,N. In acest caz, decizia se va lua pe baza vectorului aleator N—dimensional
avand drept componente cele N valori ale semnalului receptionat:

I':(Tl,TQ,...,TN).
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In continuarea acestui capitol, vom discuta despre regula de decizie Bayes in ipoteza
binara simpla, caz in care alfabetul sursei este binar: {Sp,Si}, iar semnalele s;(t) cu
1 = 0,1 sunt deterministe.

6.2 Criteriul de decizie Bayes: cazul observatiilor
discrete

In acest paragraf ne vom ocupa de deducerea criteriului de decizie Bayes considerand
spatiul observatiilor discret. Pentru fiecare simbol emis de sursa decizia se va lua, deci,
pe baza vectorului receptionat r = (rq,7q,...,ry). Evident, datorita zgomotului, care
este un proces aleator, observatia r va diferi de la simbol la simbol, chiar in ipoteza
transmiterii aceluiagi simbol S; de catre sursa, ceea ce ne conduce la a-l considera pe r
ca fiind o realizare particulara a unui vector aleator N—dimensional, pe care-1 vom nota
R = (Rl,RQ,...,RN)S

r=RW®. (6.1)

Deducerea unui criteriu de decizie in aceste conditii consta in calculul unei
hipersuprafete de decizie in RV, care si-1 imparta pe acesta in doud zone de decizie
Ao si Ay, cu Ag N A} = 0, respectiv Ag U Ay = RY. Astfel, daca vectorul receptionat
r € Ag se decide Dy, iar daca r € Ay se decide D;. Canalul de transmisiune astfel obtinut
este un canal binal]

Pentru ilustrarea geometrica a problemei, in scopul intelegerii acesteia, sa presupunem ca avem
urmatoarele date: so(t) =0, s1(t) = A, pentru t € [0,7T] si c& la receptie luim decizia pe baza a N = 2
egsantioane, deci r = (ry,72). In absenta zgomotului, avem r(t) = so(t) = 0, daca sursa emite Sy si,
deci R[Sy = [0,0], respectiv r(t) = s1(t) = A pentru simbolul S; ceea ce conduce la R|S; = [A, 4].
Situatia este ilustratd in figura (a). In prezenta zgomotului, avem R|Sy = [n1, no], respectiv R|S; =
[A+n1, A+ns] unde n; si ng reprezintd valorile zgomotului la cele doud momente alese pentru egantionarea
semnalului r(¢). Norii de puncte receptionate (R |Sy, respectiv R(?)|S;) obtinuti la transmisiunea unui
numar mare de simboluri In acest caz particular sunt ilustrati in figura (b) S-a considerat in acest
exemplu ca cele doua egsantioane de zgomot n; si no sunt independente, de unde rezulta structura haotica
a celor doua aglomerari de puncte. Dreapta punctata din figura (b)E| pare cea mai naturala alegere
(dintr-un punct de vedere strict calitativ) pentru impartirea lui R? in cele doud zone de decizie Ag

(semiplanul de sub dreapti)si A; (semiplanul de deasupra dreptei)lﬂ Se observa, de asemenea, ca exista

1S-ar mai putea lua in considerare si impartirea Iui RY in trei zone de decizie: Ag, Aj, respectiv
Anulare- In acest caz, dacd r € Ajznulare, DU se ia nici o decizie asupra simbolului transmis de sursa,
considerandu-se ca o decizie ar fi prea riscanta. Canalul de transmisiune astfel obtinut devine un canal
cu alfabet binar la intrare si alfabet ternar la iesire, care, se numeste, dupa caz, fie canal binar cu anulari,
fie canal binar cu erori gi anulari.

2In R2, o hipersuprafati este o curbi, in R3 o suprafati, etc.

3Daci s-ar considera pentru acest caz si zona de decizie A,nulare, aceasta ar trebui si fie o banda
delimitata de doua drepte paralele cu dreapta punctata din figura, situate de-o parte si de cealalta a
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puncte clasificate gresit (puncte “o” in Ay, respectiv puncte “o” in Ay, acestea corespunzand unor decizii

gresite.

(a)

Figura 6.3: Exemplificare 2D a procesului de decizie. Cu o sunt figurate punctele RSy,
iar cu o punctele R®¥|S;, in dous cazuri: (a) in absenta zgomotului si (b) in prezenta
zgomotului.

impéir‘girea lui RY in cele dous zone de decizie trebuie facuta in sensul minimizarii
unui criteriu de eroare. In acest sens, se presupune ca deciziile sunt legate de niste costuri
presupuse cunoscute (impuse de aplicatie) C;; cu 4,j = 0,1, care sunt numere pozitive
(Cy; > 0) care reprezinta costul deciziei D; cand sursa emite S;:

Cij = COSt(Siij), Z,j :O,l

Cu cat este de dorit ca un eveniment S; N D; sa se intample mai rar, cu atat costul aferent
C;; este mai mareﬂ

Regula de decizie Bayes se ia in sensul minimizarii costului mediu al deciziei. Odata
definite costurile aferente fiecarui eveniment S; N D; ce poate surveni la transmisia unui
simbol pe canal, se defineste valoarea medie a costului de decizie C:

6 = CO()P(DU N So) + COlp(Dl N So) + CwP(DO N Sl) + CHP(Dl N Sl)

(6.2)
= CooP(Dy|So) Py + Cor P(D1|So) Py + C1oP(Do|S1) Py + C11 P(D4]51) Py,

acesteia.

4Pentru majoritatea transmisiunilor digitale, evenimentele Sy N Dy (respectiv, transmiterea eronata a
unui “0”) si S1NDy (respectiv, transmiterea eronatd a unui “1”) sunt la fel de nedorite, caz in care trebuie
ales Cy; = Cp. De asemenea, alegerea naturald pentru costurile evenimentelor “transmisie corecta” este
Coo = C11 = 0. Exista insa cazuri in care importanta deciziilor eronate asupra simbolurilor Sy si S sa
difere; atunci Cp; # Cio (un exemplu tipic este detectia tintelor aeriene cu un sistem radar).
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iar criteriul de decizie Bayes urmareste, dupa cum am enuntat anterior, minimizarea
acestui cost mediu C. In calculul de la (6.2), am folosit formula probabilitatii

conditionate (2.4]).
In continuare, pentru simplificarea formalismului matematic, vom folosi urmatoarele
conventii de notatie simplificate:

’LUR<I') nét WRR,.. RN(Tl,...,TN)

dr 2 drydr, .. (6.3)

/=] /

Astfel, in aceste conditii, putem scrie:
P@mM:PmWMGA@:/MWﬁMn (6.4)
A0

unde wgys, reprezinta densitatea de probabilitate de ordinul NV a variabilelor aleatoare
Ry, ..., Ry in ipoteza emiterii simbolului Sy (cu alte cuvinte, revenind la exemplul din
figura , densitatea de probabilitate a punctelor figurate cu ¢). Relatia nu
reprezinta altceva decat extinderea la cazul a N variabile aleatoare a proprietatii 2 a
densitatii de probabilitate de ordinul doi (prezentata la pagina . In mod absolut simi-
lar, gi celelalte probabilitati P(D;|S;) pot fi scrise:

P(DJ|Sz) = P((R‘Sl) c A]) = /U)R|Si<1')d1', ’l,j = 0, 1, (65)
Aj
ceea ce conduce la urmatoarea relatie pentru costul mediu:

C= Z Z CijPi/wai (r)dr. (6.6)

=0 j=0 A

In continuare, tinand cont ca:

/wR|SO(r)dr+ /wR|go(r)dr = /wRSO(r)dr =P ((R[So) e RY) =1, (6.7)

Ao A1 RN

putem scrie in relatia toate integralele pe domeniul A; ca niste integrale pe A,
dupa:

/ wrys, (r)dr = 1 — / wrys,()dr,  i=0,1. (6.9)

Al A0
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Astfel, valoarea costului mediu devine:

U = Coop() / wR‘SO (I‘)dI‘ + OIOPI /UJR|31 (r)dr+
AO A0

+ 001P0 1-— /wR|SO(r)dr + Ollpl 1-— /wmsl (r)dr s (69)
Ao A0

ceea ce poate fi rescris mai compact drept:

6 = 001P0 + Cllpl + / (Pl (010 — C’ll)wmsl (I‘) — PD(OO]_ — Coo)wR‘SO (I‘))dl‘ (610)
Ag

Din punct de vedere matematic, problema minimizarii costului mediu C' din
este una de minimizare a ariei unui subgrafic in functie de domeniul ales. Solutia poate fi
usor vizuti daci facem o analogie unidimensionald. In figura este prezentat graficul
unei functii oarecare f(x). Se observa ca alegand domeniul D; ca in figura, respectiv

D, = {z € R!f(x) < 0} obtinem fDl f(z)dz — min.

A

f(x)

Figura 6.4: Exemplificarea 1D a alegerii domeniului care minimizeaza aria de sub graficul
unei functii.

Intr-adevir, orice alt domeniu Dy am adauga la Dy, avem [ poup, J(@)da > [ f(x)da,
intrucat [, f(z)dz > 0.
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Revenind la problema alegerii intervalului Ay care minimizeaza costul mediu C
din (6.10]), rezulta ca putem scrie, prin analogie cu situatia ilustrata mai sus:

ézamin@AOI{PERN

Py(Cho — Cat)wmys, (1) — Po(Cot — Coo)twmysy (r) < o} |

(6.11)
Rezulta, deci, ca domeniul A; care minimizeaza costul mediu este dat de:

Alz{rGRN

Pl(Ol() — Cll)wR\Sl (I') — P()(O()l — Cgo)wR|50(I') > 0} . (612)

Avand in vedere ca r € Ay = Dy, respectiv r € A; = Dy relatiile (6.11)) si (6.12)) pot fi

scrise mai compact astfel:
Dy
Pl(Cm - Cn)wR\sl(I') 2 Po(Cm - Coo)wmso (I')7 (6-13>

Dy

ceea ce, prin rearanjarea termenilor, conduce la forma finala a criteriului de decizie Bayes:

wrys, (1) o FPy(Cor — Coo)

: 6.14
wR|SO(r) D<0 Pl(Clo - Cll) ( )
Termenul din stanga se noteaza cu A(r) si se numeste raport de plauzibilitate:
not wR|51<r>
AR = e (6.15)

wR|SO (I‘)

in timp ce termenul din dreapta (care este constant) se noteaza cu K si se numeste pragul
testului:

not Py(Co1 — Co)
P (Cy — Cu1)
Conform relatiei (6.14)), rezultd schema bloc a blocului de decizie D din figura [6.5]

Prima operatie este extragerea esantioanelor r; cu ¢ = 1,..., N din semnalul continuu

K (6.16)

r(t), pentru ¢t € [0,7T7], apoi se calculeaza raportul de plauzibilitate conform relatiei [6.15]
decizia finala fiind data de rezultatul comparatiei acestuia cu pragul testului dat de|[6.16]

rt) r A(r) 1 D,
—t— Esantionare Calcul A(r) —

Figura 6.5: Schema bloc a blocului de detectie D din figura [6.1| conform regulii de decizie
Bayes.

Sa mai mentionam doar faptul ca, uneori, se prefera exprimarea regulii de decizie Bayes
in forma logaritmica, aceasta conducand la o expresie matematic mai simpla. Avand in
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vedere ca functia logaritm natural este strict crescatoare, se poate rescrie relatia (6.14])
sub forma:

InA(r) =2 InK, (6.17)

ce reprezinta exprimarea criteriului Bayes in forma logaritmica.

6.2.1 Statistica suficienta

Se poate face intotdeauna o schimbare de coordonate in R astfel incat toat# informatia
necesara deciziei sa fie continuta intr-o singura coordonata din spatiul transformat. Acea
coordonata se numeste statistica suficientd.

Astfel, daca se face schimbarea de coordonate [Ry,...,Ry] & [L1,...,Ly], astfel
——
L
incat,
Wiy, Lyso(l2; -5 In) = Wy pyisi (o, - L), (6.18)
ceea ce, altfel spus, semnifica faptul ca coordonatele Ls,..., Ly nu contin informatie

relevanta la decizie, atunci coordonata L este statistica suficienta, iar regula de decizie
Bayes se scrie:

W8, (l17 ) lN) . Wrq)8; (ll) D>1 PO(OOI - C100)

wL|5’o(lla S lN) wL1|So(l1) D<o Pl(Cm - Cn).

(6.19)

6.2.2 Criteriul Bayes pentru zgomot alb gaussian

In acest paragraf, vom particulariza regula de decizie Bayes pentru una din ipotezele
statistice cel mai des folosite pentru zgomotul de pe canal, i anume vom presupune ca
n(t) este un semnal aleator stationar, zgomot alb, avand o distributie de ordinul unu
gaussiana: n(t): N (0, 0,) pentru V¢ € [0, T].

Pentru a pastra generalitatea, nu vom particulariza cele doua semnale so(t) si s1(t),
marginindu-ne la a le presupune cunoscute.

In aceste ipoteze, densitatile de probabilitate wgyg, (r) ce intervin in regula de decizie
se calculeaza dupa cum urmeaza.

In ipoteza transmiterii lui Sy avem r(t) = so(t) + n(t) pentru t € [0, 7], ceea ce se
poate scrie in forma egantionata:

Ri’SOZSOi+ni izl,...,N, (620)

not R . . .
unde sg; = So(t;) reprezinta valorile cunoscute ale semnalului sy la momentele de timp
. . . not Y .
alese pentru egantionarea lui r(t), iar n; = n(t;) reprezinta valorile aleatoare ale zgomo-
tului la aceleasi momente.
Cu aceste precizari, din relatia (6.20]) rezulta ca variabila aleatoare R;|Sy, a cérei re-
alizare particulara este r;, rezulta prin sumarea unei variabile aleatoare gaussiene n; peste
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o constanta 307E|. Aplicand rezultatul , rezulta ca gi R;|Sy are o distributie gaussiana,
cu media data de suma dintre media initiala si constanta adunata: R;|Sy: N (so;, 0x), ceea
ce este echivalent cu:
2
WR,|s, (1) = ﬁexp {—%} i=1,...,N. (6.21)
Avem, deci, distributiile de ordinul unu ale tuturor componentelor vectorului R|Sy.
Pentru a putea aplica, insa, criteriul Bayes, avem nevoie de distributia de ordinul N a tu-
turor componentelor. Or, dupa cum stim din capitolul {4, cunostintele despre distributiile
de ordin inferior nu ofera suficienta informatie pentru calculul distributiilor de ordin mai
mare, decat intr-o singura ipoteza: cea de independenta intre variabilele aleatoare. Cum
n(t) este modelat ca fiind zgomot alb, ceea ce, conform discutiei din paragraful
inseamna ca variabilele n(t;) si n(t;) sunt decorelate pentru ¢; # ¢;, si cum, in plus
amandoua sunt gaussiene, putem presupune ca ele sunt si independente statisticﬂ Rezulta
ca si variabilele aleatoare R;|Sy si R;|Sp sunt independente pentru ¢ # j, intrucat ele
rezulta prin sumarea unor constante peste n;, respectiv n;. Putem, deci, scrie:

1 N 1 X
WR|s, (T HwR 1So (ri) = (W) exXp | —=— (r,-—sOi)Z . (6.22)

Rationamentul se poate relua in mod absolut similar si pentru wgys, (r):

1 N i 1 N
wR|51 HwRZ\Sl Tz = <W) exp | —=— (Ti—SM)Q . (6.23)

Cu densitatile de probabilitate deduse, rezulta ca raportul de plauzibilitate se scrie:

wus () _ (tm) o0 [ 2L =]

A = wrjs, (T) - (Jn\l/ﬂ)Nexp [—ﬁ S (ri— 501)2]
= exp —% : ((Ti - Sli)2 —(ri — 301’)2) (6.24)
= exp _ i_ i (r7 = 2ris1; + s1; — 1] + 2ris0; — S5;)
i n =1
= exp % in (510 — S0i) — % i (Si - Sgi)
n n =1

5In ipoteza transmiterii lui Sy, valorile sg; sunt constante din punct de vedere statistic si nu tempo-
ral. Altfel spus, In expresia celui de-al i-lea esantion al semnalului receptionat in ipoteza Sy va aparea
intotdeauna valoarea sg;.

6Pentru ca n(t;) si n( ;) s& fie independente, ar trebui ca si modelul statistic de ordinul doi al zgomo-
tului sa fie tot gaussian. In practica, cum nu exista semnal pur aleator, nu se poate presupune decorelarea
sau independenta intre n(t;) si n(t;) pentru t; — t;. Se poate alege, insa, ecartul temporal minim intre
doua momente succesive t;_1 si t; suficient de mare ca corelatia din semnal sa se “stinga”; astfel, ipoteza
independentei intre valorile n(t;) devine verosimila.
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Se observa ca pentru cazul de fata este de preferat exprimarea criteriului Bayes in
forma sa logaritmica. Astfel, relatia (6.17)) devine:
N LN by
o) Z (s1; — Soi) ~ 503 Z (s3; — s5;) 2 InK, (6.25)

In o1 i=1 Do

care, prin prelucrari elementare, poate fi scrisa sub forma finala ca:

Mz

ri(S1: — Soi) < o2lnK + = Z St — Soi) s (6.26)

=1 =

Observatie. Termenul din stanga al relatiei , I ZZ]\LI 1i(81; — So;) Teprezinta sta-
tistica suficienta in acest caz, respectiv acea coordonata unica ce contine toata informatia
necesara deciziei.

Exemplu. Sa particularizam relatia pentru urmatoarele semnale: sy(t) = 0,
s1(t) = A pentru t € [0, T]. Astfel, avem sop; = 0 gi s3; = A pentru Vi = 1,..., N. Sa mai
presupunem ca Py = P, = % (simboluri echiprobabile), Cyy = Cj; (costuri egale pentru
deciziile corecte) i Co; = Cyg (costuri egale pentru deciziile gresite), ceea ce conduce la

K =1, respectiv In K = 0. In aceste conditii, relatia (6.26]) se scrie:

N 1N
ri(A—0) = = A% —0), 6.27
S A= E 5 (4 (627
ceea ce revine la:
N
1 D1 A
— = 6.2
N5 029

Revenind la exemplul prezentat in figura [6.3](b), pentru N = 2, relatia (6.28) se scrie
Dy

r1 4+ 1o 2 A, ceea ce corespunde solutiei gasite pe baza argumentelor calitative (ecuatia
Do

dreptei punctate din figura este r; + ro = A).

In acest punct este utila discutia influentei costurilor asupra deciziei. Sa presupunem
ca alegem Cy; > (g, ceea ce este un mod de a “comunica”’ sistemului de decizie ca
evenimentul Sy N D; este mai de nedorit decat S; N Dy. In aceste conditii, avem K > 1,

D,
respectiv In K > 0, iar regula de decizie revine 11 +73 2 A+acua =oc2In K > 0. Altfel
Do

spus, dreapta care separa cele doua zone de decizie se “muta” in sus cu o cantitate a care
e cu atat mai importanta cu cat raportul costurilor g—(l’é este mai mare. In consecinta,

sistemul va favoriza decizia Dy in detrimentul deciziei Dy (pe masura ce dreapta “luneca”
in sus, din ce in ce mai multe puncte intra in A), ceea ce este exact comportamentul
asteptat! Trebuie remarcat ca, in acest caz, probabilitatea globala de eroare va creste,
ceea ce scade, Insa, este valoarea medie a costului.
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6.3 Criteriul Bayes: cazul observatiilor continue

In acest paragraf, vom vedea ce devine regula de decizie Bayes in cazul in care
consideram spatiul observatiilor ca fiind continuu, cu alte cuvinte, luand in considerare
intregul semnal 7(t) pentru ¢ € [0, 7.

Vom trata problema intr-un caz special, i anume considerand sy(t) = 0 pentru
t€[0,7]. In acest caz, vom nota s;(t) = s(t), pentru t € [0,7], semnal avand ener-

gla:
T
E= / s%(t)dt.
0

Observatia pe baza careia se ia decizia, respectiv semnalul r(t), cu t € [0,7] poate
fi vazut ca o realizare particulara a unui vector aleator dintr-un spatiu cu o infinitate
nenumarabila de dimensiuni. Vom incerca sa-l reprezentam pe acesta ca un element
dintr-un spatiu cu un numéar numarabil de dimensiuni. Aceasta poate fi facuta prin des-
compunerea lui () intr-o baza de functii pe [0,7]. Trebuie ales, deci, setul de functii
ortonormale {vy(t) }ren+, pentru t € [0, T, astfel incat sa putem scrie:

o0

r(t) =Y rmlt),  tel0,T]. (6.29)

k=1

Astfel, odata alese functiile v (t), va exista o corespondenta biunivoca intre semnalul ()
si multimea coeficientilor dezvoltarii sale in baza de functii aleasa, care este o mutime
numarabila:

r(t), t €0, T) = {ry,re,rs,...}.

Constrangerea de ortonormalitate pe care o impunem bazei {vi ()}, ceea ce se poate

scrie compact ca:
T

1 daca k=1
/ vk(t)vl(t)dt—{ ) 2l (6.30)
0

permite calculul coeficientilor dezvoltarii prin produs scalar intre semnalul dezvoltat si
functia corespunzatoare din baza. Intr-adevar, putem scrie:

/r(t)vi(t)dt = / (i rkvk(t)> v;(t)dt = irk/ v (t)v; (t)dt = 7. (6.31)

k=1

=0 pentru k#i

Considerentele care stau la baza alegerii setului de functii {vx(t)} sunt compactarea
cat mai buna a informatiei necesare deciziei. Cu alte cuvine urmarim sa concentram
aceasta informatie intr-un numar cat mai mic de coeficienti ai dezvoltarii r, astfel incat
decizia sa se ia cat mai simplu. Se arata ca, printr-o alegere potrivita a bazei, putem
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face ca intreaga informatie aferenta deciziei sa fie concentrata intr-un singur coeficient al

dezvoltarii. Astfel, alegem:
1
v (t) = —=s(t),

VE

iar restul functiilor vi(t) cu k = 2,3,4, ... le alegem arbitrar, sub singura constangere de

ortonormalitate (6-30)[

Cu baza astfel aleasa, avem:

= /r(t)vl(t)dt — /T(t)S(t)dta (6.32)

=~

~

care poate fi vazut ca o realizare particulara a unei variabile aleatoare notate R;. In
ipoteza transmiterii fiecaruia dintre cele doua simboluri, avem:

n(t)s(t)dt % Ly, (6.33)

(6.34)

J/ [\ J/

Coeficientul 7, al dezvoltarii pentru k # 1 poate fi vazut la randul sau ca fiind o realizare
particulara a unei variabile aleatoare Ry, a carei densitate de probabilitate poate fi scrisa,
in fiecare dintre cele doua ipoteze, ca:

RSy = % 0/ n(t)v,(t)dt = Ly, (6.35)
RelS1 = % O/ (5(t) + n(t) us(t)dt —
T T (6.36)
1 1
-~ O/ SO0+ O/ n(t)e(t)dt = Ly

70 astfel de bazi existd. Judecand intr-un spatiu cu numér redus de dimensiuni, si zicem N = 3,
pentru orice vector s € R? se poate alege o bazd ortonormald a lui R3, {vy,vq,v3}, in care unul din
vectori sa fie paralel cu s. Astfel, se alege v; = ﬁ7 iar vo gi vs se aleg in planul perpendicular pe
v1, de norma unitara, si perpendiculari unul pe celalalt. Procedeul de constructie a unei astfel de baze
ortonormale se numste metoda Gram-Schmidt.
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In dezvoltarea (6.36)), s-a folosit faptul c& functiile vy, (¢) cu k # 1 s-au ales ortogonale pe
v1(t), deci si pe s(t). Din relatiile (6.35]) si (6.36]), se observa cu usgurinta ca:

ka|So(rk) :ka|Sl<rk) k':2,3,4,..., (637)

cu alte cuvinte, coeficientii 79, 13, 14, . . . sunt irelevanti pentru decizie, intrucat distributia
fiecaruia dintre ei (si, evident, a tuturor) nu depinde de simbolul transmis de sursa. Decizia
se va lua numai pe baza coeficientului rlﬂ iar regula de decizie Bayes ((6.14)) se scrie in

acest caz:
WRy |91 (71) D1 Py(Co1 — Coo)

WR,|So (7”1) Do P1(010 - 011)

(6.38)

cu ry dat de (6.32)).

6.3.1 Cazul zgomotului alb gaussian

Vom particulariza acum relatia in ipoteza unui zgomot alb, gaussian (acelagi model
statistic folosit in paragraful [6.2.2)).

Avand in vedere relatiile (6.33) si (6.34]), rezulta ca pentru deducerea celor doua
distributii din trebuie calculata distributia lui

/T n(t (6.39)

Intrucét pentru V¢ € [0, T], n(t) este o variabils aleatoare gaussiang, rezulta ci si n(t)s(t)

5-

este o variabila aleatoare gaussiana (rezultd din Inmultirea lui n(f) cu o constanta), deci
i suma tuturor acestor variabile aleatoare pentru toti ¢t € [0,7], cu alte cuvinte insasi
variabila L; are si ea o distributie gaussiana: L;: N(Ly,0p,). Singurele nedeterminate
sunt media L; si dispersia oy, pe care le vom calcula in continuare. Avem:

3

/Tn %/Tn \/%735 =0, (6.40)

Q\H

respectiv:

- (LE / n(t)st)dt | = % / / n(t)s(t)n(ts)s(ta)dtyds
1
E

/T/Tms( t1)s(to)dtdty = 1 7/TRn(t1 — t5)s(t1)s(ty)dt, dty.

0 0 Ry (t1,t2)

(6.41)

8, reprezinti statistica suficients in acest caz.
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Cum, insa, n(t) este zgomot alb, conform ([5.81]) functia lui de autocorelatie e data de:
Ru(1) = 026(7), (6.42)
de unde relatia (6.41)) devine:

T T T T
0'2 0'2
E”//é t] — tg (tg dtldtg = En/ tg / t1 t1 — tg)dtl dts
s(t2) (6.43)

D‘j |3qw

T

2
/S thtQ—U
0

In calculul de mai sus, s-a folosit relatia (A.5) demonstrata in anexa

In continuare, din (3.21)), avem:
o2 =12-T, =0 (6.44)

de unde rezulta, in sfarsit, ca L;: N(0,0,). De aici, tinand cont de (6.33) si (6.34),
rezultd ca Ry|Sy: N(0,0,), respectiv Ry|S1: N(VE, 0,), si, deci, raportul de plauzibili-
tate devine:

1 (ri—VE)?
Wy s, (r1) _ ouvar P [_—1 203 }
A = )~ B
1o on/am OXP [_ﬂ] (6.45)
1 2 2 Tl\/E E
= exp [—m <<T1—\/E) —7”1):| = exp O_% —m y
iar relatia (6.38)) se scrie, in forma logaritmica:
Tl\/E E D:
——2z2InK 6.46
o2 202 D<0 s ( )
ceea ce, tinand cont de (6.32]), se scrie in forma finala ca:
T
E
/7’ fdt = 2 o2 InK + 5 (6.47)
0

Din punct de vedere practic, blocul de decizie poate fi implementat folosind un filtru
adaptat la semnalul s(t), dupd cum este ilustrat in figura [6.6]
Intr-adevar, daca se calculeaza valoarea semnalului la iesirea filtrului, avem:

o) t

y(t) = r(t) % ht) = / r(F)h(t — 7)dr = / r(F)s(t =T +7)dr,  (6.48)

—00 0
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y(®) Di
——L—»  h(t)=s(T-1)

Figura 6.6: Schema bloc a blocului de detectie pentru cazul continuu.

de unde:

Se observa ca iegirea filtrului la momentul ¢ = T reprezinta exact termenul stang al
relatiei (6.47). La momentul respectiv se ia decizia pe baza comparatiei cu termenul din
dreapta (care este o constanta) dupa care se trece la urmatorul simbol etc.
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Capitolul 7

Estimarea parametrilor

7.1 Introducere

Problema abordata in capitolul anterior, in cadrul detectiei semnalelor, este ca pe baza
masuratorii in zgomot a unui semnal despre care stim ca provine dintr-o multime finita
de semnale cunoscute, sa decidem care dintre semnalele posibile a fost emis pe canal.
In cazul estimérii parametrilor, dispunem de o masuratoare in zgomot a unui semnal
cunoscut care depinde de un parametru necunoscut, despre care avem doar un model
statistic a priori (adica in absenta oricarei masuratori). Problema estimarii parametrilor,
pe care o vom aborda in continuare, este ca, pe baza semnalului observat in zgomot si a
modelului statistic pentru parametrul necunoscut, sa-l1 estimam pe acesta cat mai bine.
Situatia este prezentata schematic in figura (7.1

D>

0 s(t,0) r(t)
S M canal E U

n(t)

s(t)
zgomot

Figura 7.1: Problema estimarii parametrilor.

Informatia de interes este valoarea necunoscuta 6, modelata ca fiind o realizare parti-
culara a unei variabile aleatoare O, de distributie wg cunoscuta:

6=0", (7.1)

Necunoscuta # moduleaza in blocul de modulare M in intervalul de timp [0, 7] un semnal
cunoscut s(t). Semnalul masurat la iegirea din canal r(t) este o versiune afectata de
zgomot aditiv n(t) a semnalului s(t,0), care depinde in mod cunoscut de parametrul
necunoscut 6. Problema blocului de estimare E, pe care o vom dezvolta in continuarea

99
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acestui capitol, este de a calcula un estimat cat mai precis al valorii necunoscute 6, estimat
pe care-l1 notam cu 0.

Vom discuta problema estimarii numai in cazul observatiilor discrete. Cu alte cuvinte,
calculul estimatului 6 se va face pe baza vectorului receptionat r = (r1,79,...,ry) format
din N esantioane ale semnalului receptionat r(¢), dupa cum s-a discutat in detaliu in
paragraful[6.1] Evident, r este o realizare particulara a unui vector aleator N—dimensional,
pe care-l vom nota, ca si in capitolul anterior, cu R = (Ry, Ra,..., Ry). De asemenea,
vom pastra notatiile (6.3)).

7.2 Estimarea in sensul costului mediu minim

Regula de calcul al estimatului € trebuie facuta in sensul minimizarii unei functii de cost
C, care trebuie sa depinda de eroarea de estimare g¢, adica de diferenta dintre estimat si
valoarea reala:

C= 0(89)

unde

8929—é.

Evident, pentru ca functia C' sa indeplineasca semnificatia de cost al estimarii, ea trebuie
aleasa crescatoare cu modulul argumentului. Cu alte cuvinte, costul estimarii trebuie sa
creasca atunci cand eroarea de estimare cregte in valoare absoluta.

Intrucat valoarea estimatd 6 este o functie de cele N valori ale semnalului observat,
rezulta ca functia de cost C este o functie de N+1 variabile aleatoare, respectiv parametrul
ce trebuie estimat si cele N esantioane ale semnalului receptionat. Rezulta ca valoarea
medie a costului C se va calcula prin extensia directa a teoremei de medie la cazul
N + 1 dimensional:

C= / C(0 — O)wr e (r,H)drds. (7.2)
RN+1
In continuare, vom cauta sa calculam estimatul 0 astfel incat costul mediu al estimarii (7.2)
sa fie minim.
Astfel, scriem densitatea de probabilitate de ordinul N + 1 conform (4.16)):

wr,e(r,0) = wor=r} (0)wr (r) = Wrj{e=0 (r)we(0) (7.3)

dupa care costul mediu poate fi scris, separand integrala N + 1 dimensionala intr-o inte-
grala unidimensionala dupa #, urmata de una N dimensionala dupa r:

[e.9]

U:/wR(r) /C(@—é)w@{R:r}(H)dH dr (7.4)

RN — 00
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Vom nota integrala dupa 6 cu I, care, evident, este o functie atat de vectorul r, cat si de

0:
I(r,6) ™ / C(0 — 0)werr; (6)d6. (7.5)

Costul mediu C' devine minim dacd pentru fiecare observatie r alegem 6 astfel incat
integrala I(r,6) din sd fie minima.

In paragrafele urmatoare, vom deduce formula finala a estimatului care minimizeaza
pe I pentru doua functii de cost precizate.

7.2.1 Estimarea in sensul functiei de cost patratul erorii
Consideram in acest paragraf cazul functiei de cost patratice:
Cy(e9) = €. (7.6)

Alegerea functiei patratice pentru definirea costului estimarii implica faptul ca vom “in-
sera” in regula de calcul a estimatului o informatie conform careia cu cat eroarea de
estimate este mai mare, cu atata costul estimarii este mai important!

Inlocuind (7.6) in (7.5)), obtinem:
. 7 N\ 2
I(r,0) = / (9—0) Wol(Rr} (0)df. (7.7)

—00

Valoarea lui # care minimizeaza pe I se obtine din ecuatia:

o6 (7.8)
00
Astfel, avem:
oI(e,d) [/ -
=2 / (0~ 6) weyror)(0)a0
= 2(9/ w@‘{R:r}(H)dH—Q / Gw@‘{R:r}(O)dH.
1

In dezvoltarea de mai sus, s-a tinut cont de cele precizate in paragraful conform carora
o densitate de probabilitate conditionata respecta toate proprietatile unei densitati de
probabilitate, deci si conditia de normare. Astfel, aplicand obtinem expresia finala
a estimatului optim in sensul functiei de cost patratul erorii, numit estimat patratic si

notat 0,:
[e.e]

0, = / Owe|rer} (0)d0 (7.10)

— 00
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Interpretarea relatiei ((7.10)) este ca estimatul patratic al unui parametru se calculeaza ca
media conditionata a posteriori a acestuia, respectiv media statistica a parametrului in
conditiile in care vectorul observat este chiar r.

7.2.2 Estimarea in sensul functiei de cost uniforme

In acest paragraf, vom deduce formula estimatului optim in sensul functiei de cost uni-

forme, definita ca:
0 daci [eo] < £

Culeg) = { X

Alegerea functiei (7.11)) pe post de cost al estimarii este echivalenta cu a spune ca nu

(7.11)

in rest

ne intereseaza decat ca eroarea de estimare sa fie intre niste limite bine precizate. Atata
vreme cat eroarea este mai mica decat limita respectiva, costul este nul, in timp ce daca
limita a fost depasita, nu ne intereseaza cu cat anume a fost depasita.

Rescriind relatia (7.11)) ca:

1 dacs—E<Oh<fh+E
—1- 2 YS9 T7% 12
Culeo) { 0 in rest ’ (7.12)

>

si inlocuind-o in (|7.5]), obtinem:

o0 0+
I(r,0) = /w@{R:r}(Q)de— We|(r=r}(0)d0, (7.13)
— o0 J é_g
1

de unde rezultd ci minimizarea lui I este echivalenti cu maximizarea dupa 0 a integralei:
0+%
I'(r,0) = / wo|rr} (0)d0. (7.14)
g_E
2

Problema maximizarii lui I’ din (7.14) nu poate fi rezolvata analitic decat printr-o
aproximare suplimentara, si anume facand ipoteza ca latimea F a intervalului de accep-
tabilitate a erorii de estimare este foarte mica. Atunci, putem scrie:

. . F .~ F
w@‘{R:r}(Q) Ei\ constant = we|{R=r} (0), Vo € {9 — 3 0 + E} (7.15)
ceea ce conduce la:
0+Z
I'(r,0) ~ we|mer)(#) | db = Ewejm=r (0). (7.16)
0%
——

E
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Astfel, maximizarea lui I’ revine la maximizarea densitatii de probabilitate we|{r=r} ().
Se numeste estimat mazimum a posteriori si se noteaza cu émap estimatul optim in sensul
functiei de cost uniforme, si este acea valoare a lui  care maximizeaza densitatea de
probabilitate a posteriori:

Wo|{R=r} ((9) R — Imax. (7.17)
9:9map

In figura [7.2) este ilustrati grafic diferenta intre cei doi estimatori.

W®|{R:r}(e)

Figura 7.2: Diferenta intre estimatul patratic si cel maximum a posteriori pentru o
distributie a posteriori we|{r=r} Oarecare.

Relatia ([7.17) poate fi pusa intr-o forma in care intervin densitatea de probabilitate
a priori wr{e=e (r) al carei calcul este mai simplu de facut. In primul rand, exprimam
relatia (7.17)) in forma logaritmica:

In wer=r}(?) = max, (7.18)
ozémap
ceea ce este echivalent cu a spune ca:
9 Inw (0) =0 (7.19)
oo ORI T '

Din ([7.3)), scriem densitatea a posteriori a lui © ca:

we(r-r} (0) = wR'{@j;((?)w@(Q), (7.20)
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de unde ([7.19) se scrie:

94 <wR{@:e}(r)we(9)) . (721)

00 wR(r)

ezémap

Tinand cont de proprietatea logaritmului de a transforma produsul in suma, putem scrie
relatia de mai sus sub forma:

=0, (7.22)

0 0 0
<% In wrjfe=e (r) + 5 Inwe(0) — 5 In wR(r)>

ezémap

de unde, observand ca ultimul termen din partea stanga a ecuatiei este nul (densitatea
wgr(r) nu depinde de #) obtinem forma finald a ecuatiei ce permite determinarea lui 8,y

~0. (7.23)

Gzémap

0 0
(% In wR|{9:9}(r) + 50 In w@(ﬁ))

In paragraful urmator, vom prezenta un exemplu de calcul al estimatului unui
parametru pentru ipoteze statistice bine precizate pentru acesta si pentru zgomot.

7.2.3 Estimarea unui parametru gaussian in zgomot alb, gaus-
sian

Vom presupune c& @ provine dintr-o distributie gaussiani, de medie © si dispersie og
cunoscute: ©: N(0,00). De asemenea, vom considera pentru zgomotul n(t) acelasi
model statistic folosit in paragraful si anume zgomot alb, cu distributie normala de
medie 0 si dispersie o,,.

Vom presupune in plus ca semnalul modulat depinde in mod liniar de 6:

s(t,0) =0s(t), te][0,T], (7.24)
cu $(t) un semnal cunoscut. In aceste conditii, semnalul receptionat este:
r(t) = s(t,0) +n(t) = 0s(t) +n(t), te[0,T]. (7.25)

Sa precizam 1n continuare ca, desi problema calculului estimatului lui 6 poate fi rezol-

vata direct, i mai simplu, aplicand una din formulele ([7.10]) sau ([7.23)), noi vom proceda

prin calculul intermediar al distributiei a posteriori we|r=r}(#) a parametrului necunos-
cut, considerand ca astfel se poate ajunge la o mai buna intelegere a problemei.

Pornim calculul densitatii de probabilitate a posteriori de la relatia . In ceea ce
priveste distributia globala a vectorului receptionat wg(r), o putem scrie ca o densitate
marginala a lui wg e(r, ) aplicand extensia relatiei pentru cazul multidimensional:

o0 [e.9]

wr(r) = / wro(r, 0)d0 — / Wrijos () we (0)d. (7.26)

—00 —0o0
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Rezulta, deci, ca:

wol(rer) (§) = O (t)wo(f) : (7.27)

| wrie-0(r)we(0)dd

relatie ce face legatura intre densitatea de probabilitate a posteriori wer=r}(f) si den-
sitatile a priori wgrje—e(r), respectiv we(f), densitati ce pot fi calculate direct pe baza
ipotezelor statistice asumate.

Pentru calculul densitatii de probabilitate a vectorului R in ipoteza © = 6, pornim
de la (7.25)), de unde rezultd c& esantionul r(¢;) al semnalului receptionat este realizarea
particulara a variabilei R;, care, in ipoteza transmiterii lui 6 se scrie:

unde s; = s(t) si nZ ().
Astfel, din (7.28), rezulta c& R;|{© = 6}: N(0s;,0,), de unde, pe baza independentei
intre egantioanele semnalului r(t) (conform celor discutate in detaliu in paragraful :

avem:
1 \Y 1 U

w w (ri) = exp | ——— ri —0s;)?] . 7.29

Rj{0=0}(T H R;|{6=0} <O-n\/%> P[ 207 ;( )] ( )
Cum, tot conform ipotezelor initiale,

1 (6 — @)2}
we(0) = exp | ———1, 7.30
0= o o

rezulta ca ([7.27)) se scrie:
N _
N 6—0)2
(%) om o [—2 T — 05 exp [~ 53]

<0n12ﬁ>NU@\/ﬂ f exp[ 202 25\71( _93)]QXP[ (6= 9) ]d@

we|{r—r}(0) = . (7.31)

ceea ce, dupa reduceri si gruparea termenilor, poate fi scris sub forma compacta ca:

exp(—A6% + Bf — C)

wel{r=r}(0) = = (7.32)
[ exp(—A0% + B — C)db
cu
not Zz 1 z 1
207 + 207 (7.33a)
no i=1"121% 6
y Z@—lj %= (7.33b)
o2 g,
5
oot Zl L7 + (7.33c)
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Punand forma patratica ce constituie argumentul exponentialei din (7.32)) sub forma ei

canonica, avem:
B\?2
—_Ale - =
(0-2)

exp <§ — C) exp [—A (6 — %)2}

2
exp (f—A — C>. (7.34)

[\ J/

exp(—A* + BO — C) = exp

const

Astfel, relatia ((7.32) devine:

weir—n(?) = B2 T B\2
exp (£ - C) 7f exp [—A 0—2£) } dé (7.35)
1 B\’
= ——=exp —A<¢9——) .
Vi 24
In relatia (7.35]) s-a tinut cont ca pentru Yo > 0 si Vi, € R avem:
s
—a(t —to)?] dt =/ —. 7.36
/exp[ a(t —to)?] \/; (7.36)
Confruntand ([7.35)) cu (3.23)), putem scrie:
B 1
© R:r:N<—,—). 7.37
R =}V (55 7 (77

Cu alte cuvinte, distributia lui © a posteriori, tinand cont de informatia observata si
continuta in r, este tot gaussiana, avand media si dispersia date de:

N —
N TS
B Zz# + e

2

O{R=r}=—=—"_"© 7.38
|{ r} 2A Zﬁ\;; 522 + % ? ( )
o5 o
1 1
0o|{R=r} = Ny SRR . (7.39)
z:21 7 =
on (o=

Sa interpretam rezultatul obtinut intr-un caz particular, si anume s(t) = 1, pentru
t € [0,T]. In acest caz, relatia (7.28)) devine:

Altfel spus, dispunem de N observatii ale lui 6 afectate de zgomot, din care trebuie sa-1
estimam pe acesta. In aceasta situatie particulara, media si dispersia lui O|{R = r}

devin:
Z —1 7T [e} —
102 + p) 1 Zi— T; ()
O{R=r}=—5 — ° ==+ - (7.41)
oz T o3 l+xs2 1+N33
1
Oe|{R=r} (7.42)
T +5
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In figura sunt prezentate densitatea de probabilitate a priori we(f) si densitatea
de probabilitate a posteriori we|fr=r}(¢) In doud cazuri diferite, pentru valori numerice
precizate ale parametrilor statistici si ale vectorului observat r. Se observa ca, fata de
distributia a priori wg(#), distributia a posteriori wer=r}(#) se “deplaseaza” in directia
data de observatia r. Mai mult, se observa ca dispersia parametrului O|{R = r} este
intotdeauna mai mica decat dispersia lui © (ceea ce poate fi si demonstrat matematic
din relatia ) ceea ce este normal, intrucat masuratoarea r de care dispunem aduce
informatie suplimentara asupra lui ©.

1

091 R A
S — wo(0)
0.8 WG)l{R:rl}(e) I

- Woirery® |

0.7

0.6 4
051 B
0.3
0.2

0.1

12

Figura 7.3: Distributia a priori we(f) pentru © = 5 si 0g = 2 si distributia a posteriori
we|ir=r} () pentru doi vectori receptionati ry = [1.6; 2.69; 2.82; 2.71; 3.29], respectiv
ro = [9.0; 11.57; 5.39; 7.94; 7.53].

Evident, Intrucat we|{r=r}(¢) este un clopot al lui Gauss, valoarea care il maximizeaza
pe acesta coincide cu valoarea medie, deci estimatul patratic este egal cu estimatul ma-
ximum a posteriori (vezi figura |7.2)):

N
A % D i1 Ti ©

0y = Omap = O|{R =1} = =L+ —. (7.43)
1+ Nod 1+ N_2
Relatia de mai sus poate fi interpretata mai ugor facand urmatoarele notatii:
no ]-
(0% :t ﬁ, (744&)
1+ N%
n 1
6= —— (7.44b)
1+NZ%

Se observa apoi ca
a+ =1 (7.45)
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Notéand, de asemenea, media celor N esantioane ale lui r cu puy(r):

ot 1 o
r) = i ;ri, (7.46)
si tinand cont de , relatia se scrie:
Oy = Omap = 0 = iy (r) + (1 — @)O. (7.47)

Rezulta, deci, ca estimatul lui 6 se obtine ca o combinatie convexa intre doi termeni:
primul este media aritmetica a observatiilor lui € in zgomot uy(r), care reprezinta es-
timatul “practic” al lui @, bazat numai pe observatii, in timp ce al doilea este ©, care
reprezinta estimatul “a priori” al lui #, bazat numai pe cunostintele statistice a priori
asupra parametrului necunoscut. Situatia este ilustrata in figura [7.4}

*
*

TN() gl

@l *

D> ¥

—
a—0

Figura 7.4: Estimatul f este o combinatie convexa intre estimatul “practic” pux(r) si cel
“a priori” ©.

Ponderile celor doi termeni in valoarea finald a lui 6 depind de trei parametri, i anume
dispersia zgomotului o, dispersia cunoscuta a priori a parametrului og si numarul de
observatii N. Sa analizam pe scurt dependenta ponderilor de fiecare din cei trei parametri
(luat in considerare independent de ceilalti):

e N /= a /1= 60— uy(r). Cualte cuvinte, pe masura ce avem din ce in ce mai
multe masuratori, tindem sa dam o pondere din ce in ce mai mare masuratorii in
detrimentul cunostintelor a priori.

e 0, /= a\, 0= 6 — O. Altfel spus, ponderea estimatului a priori creste cu
dispersia zgomotului, care este o masura a puterii acestuia. Acest lucru e normal
intrucat cu cat zgomotul de masuratoare este mai mare, cu atat observatia este mai
putin “fiabila”.

e oo /=« /1= 60— uy(r). oe este dispersia cunoscuta a priori a variabilei
aleatoare © din care provine . Cu alte cuvinte og este o masura a cat de verosimila
este valoarea © pentru #. Este normal, deci, ca ponderea estimatului a priori sa

scadd cu 0. In cele doud cazuri limitd, putem scrie: 6 — O, cu alte cuvinte,
oge—0

misuritoarea nu conteazd, intrucat stim dinainte ¢ 6 = ©, respectiv 0 — ~(r).
co—

Acest din urma caz, respectiv og — 0o modeleaza absenta cuno@in’geﬁor a priori

asupra lui 6. intr—adevér, pe masura ca og creste, clopotul wg se aplatizeaza,

apropiindu-se din ce in ce mai mult de o functie constanta pe R. Evident, in acest

caz, estimarea se face numai pe baza observatiei. In paragraful urmator, vom da o

solutie generala pentru acest caz.
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7.2.4 Estimarea in absenta unui model statistic a priori

Dupa cum am prezentat in exemplul precedent, faptul ca nu avem nici o cunostinta a
priori asupra modelului statistic al parametrului necunoscut # este echivalent cu a spune,
in absenta oricarei masuratori, ca el poate lua orice valoare cu egala probabilitate, altfel
spus:

we(0) = constant V0 € R (7.48)

inserand ((7.48)) in (7.23)), obtinem relatia de calcul al estimatului. Se numegte estimat de
maxima plauzibilitate si se noteaza cu 0, acea valoare a lui 6 care maximizeaza densitatea
de probabilitate a priori wrj{e=e(r), sau, altfel spus:

0
—1In WR|{0=0} (I‘) =0. (749)
00 .
—Ump
Este de remarcat faptul ca estimatul de maxima plauzibilitate nu este o alternativa la
cel patratic sau maximum a posteriori, ci este solutia intr-un caz particular, si anume lipsa
informatiilor statistice a priori asupra parametrului necunoscut. Problema calculului lui
mp nu se pune daca stim we(0)!

7.3 Evaluarea calitatii unui estimator

Vom prezenta in continuare cateva criterii de evaluare a calitatii unui estimator. Evident,
estimatul  al valorii 6 date este o variabild aleatoare. Cu alte cuvinte, repetarea estimarii
aceluiast 0 va conduce de fiecare data la valori diferite ale lui é, indiferent de metoda
de calcul aleasa. Valoarea medie a estimatului lui 8 dupa toate realizarile posibile ale
vectorului aleator receptionat R|{© = 6} este data de:

>

= / 0(r)wrjro—p (r)dr. (7.50)

Estimatul se numeste nedeplasat daca 0 = 0. In caz contrar, estimatul se numeste de-
plasat. Evident, cu cat diferenta 0 — 0 este mai mare, cu atata calitatea estimatorului
scade.

De asemenea, se poate calcula si varianta estimatului o; dupa:

05 = (é — 5)2 = / (é(r) - §>2wR|{@:9}(r)dr. (7.51)

RN

Varianta (dispersia) estimatului 0 este o misurd a fluctuatiei valorilor acestuia in ju-
rul valorii medii. Evident, cu cat dispersia este mai mica, cu atat calitatea estimatorului
creste. In general, este de preferat un estimator deplasat cu dispersie mica unuia nede-
plasat dar avand dispersie mare.



110 CAPITOLUL 7. ESTIMAREA PARAMETRILOR




Capitolul 8

Semnale aleatoare in timp discret

8.1 Introducere

In acest capitol, vom incepe studiul semnalelor aleatoare in timp discret. Acestea sunt
obtinute din semnalele aleatoare in timp continuu prin egantionare, cu o anumita perioada
T., dupa cum este ilustrat in figura[8.1] Conform teoremei esantionarii, pentru ca semnalul
continuu sa poata fi reconstituit fara nici o pierdere din esantioanele sale, trebuie ca
frecventa de esantionare sa fie de cel putin doua ori mai mare ca frecventa maxima a

semnalului fiay:

1

fe= T > 2 finax- (8.1)

ﬂ/‘w( D P i

VO T U VS

Figura 8.1: Esantionarea semnalelor

Astfel, semnalele aleatoare in timp discret sunt reprezentate sub forma de secventa de
numere [...,¢(=T1.),£(0),&(T.),&(2T,), . .., &(nT,),...,] fiecare dintre aceste numere fiind
o variabild aleatoare continud. In cele ce urmeazd, vom omite din notatie perioada de
esantionare, adica vom nota:

£(n) = &(nTy). (8.2)

111
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Reprezentarea semnalelor in timp discret este unul din cei doi pasi care fac posi-
bila prelucrarea semnalelor cu calculatorul. Al doilea pas este cuantizarea (subiect pe
care-1 vom aborda in detaliu in capitolul care implica transformarea naturii valorilor
esantioanelor £(n) din continua in discreta.

Evident, datorita naturii discrete a reprezentarii temporale a semnalului, atat den-
sitatile de probabilitate de orice ordin cat si momentele semnalului vor fi si ele reprezentate
tot in timp discret. In rest, toate considerentele discutate in capitolul |5/ raman valabile si
in reprezentarea in timp discret. In particular, un semnal aleator in timp discret £(n) se
numeste stationar in sens larg (pe scurt, stationar) daca:

Re(n, k) = £(n)§(k) = Re(n — k).

In continuare, vom presupune ipoteza de stationaritate pentru toate semnalele in timp
discret considerate.

In ceea ce priveste reprezentarea spectrala a semmnalelor aleatoare in timp discret,
sigura modificare fata de reprezentarea in timp continuu este data de faptul ca, datorita
esantionarii cu perioada T,, cea mai mare frecventa ce poate fi reprezentata in spectrul
semnalului (conform conditiei Nyquist) este:

We T
max — o~ — 8.5
w > T (8.5)

Deci, tinand cont de conventia de notatie 7. = 1, densitatea spectrala de putere a semnalu-
lui, obtinuta ca fiind transformata Fourier in timp discret a functiei sale de autocorelatie:

Ge(w) = F{Re(k)}(w) = D Re(k)exp(—jwk), (8.6)

k=—o00

va avea componente in intervalul de frecvente [—m, 7].

8.2 Matricea de autocorelatie

In acest paragraf, vom defini o structura foarte importanta in studiul semnalelor aleatoare
in timp discret, si anume matricea de autocorelatie. Vom porni prin a defini vectorul
& € Ry« ca fiind vectorul coloana ce contine N esantioane ale unui semnal stationar:

¢=[¢0) €1) - eN=-1]". (8.7)

unde prin ()7 am notat operatorul de transpunere de matrici. Matricea de autocorelatie
a semnalului, notata cu Rg, se defineste ca:

R, 2 ¢¢” (8.8)



8.2. Matricea de autocorelatie 113

Explicitand inmultirea si tiand cont de faptul ca functia de autocorelatie a semnalului
este para, avem:

£(0)
1
re=| Y [0 ) v o)
| §(N—1)
[ £(0)¢(0) £(0)(1) EOEN 1) ]
| €)€(0) §(1)¢(1) §)E(N —1)
a : : : (8.9)
| SN —1)€(0) &NV —1)¢(1) EIN = 1EN —1)
[ R(0) Re(1) Re(2) Re(N —1)
Re(1) R¢(0) Re(1) Re(N —2)
_ | R® R Re(0) Re(N - 3)
Re(N —1) Re(N —2) Re(N —3) Re(0)
In mod absolut similar, se defineste si matricea de autocovariatie K, ca fiind:
K2 (6-8) (68 =Re— €€, (8.10)
care, la fel ca si matricea de autocorelatie, se poate scrie sub forma:
[ K(0) Ke(1) Ke(2) Ke(N —1) ]
Ke(1) K¢(0) Ke(1) - K¢(N—2)
Ke=| K2) Ke(1) Ke(0) - Ke(N=3) | (8.11)
KN 1) K(N-2) K(N-3) - Ke(0)

Se observa imediat din relatiile si ca atat matricea de autocorelatie cat si
cea de autocovariatie sunt simetrice si au o structura de tip Toeplitzﬂ

O alta proprietate importanta a celor doua matrici este aceea ca ele sunt pozitiv
definite. Vom demonstra aceasta afirmatie pentru matricea de autocorelatie, demonstratia
pentru matricea de autocovariatie facandu-se in mod similar. Vom demonstra, deci, ca

Vx € Ryx1, avem
x"Rex > 0. (8.12)

Intr-adevar, fie un vector coloana oarecare x € Ry si fie variabila aleatoare scalara
n=x1€ Avem:

7?2 =l =xT¢ (xT¢)" =xTeeTx = XT&TX = x"Rex. (8.13)

1O matrice este de tip Toeplitz daca elementele de pe orice diagonals paraleld cu diagonala principals
sunt egale.
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In demonstratia de mai sus am folosit faptul ca n este un scalar, deci el este egal cu
transpusa sa. Cum, prin definitie, n2 > 0, rezultd proprietatea enuntats.

Faptul ca matricea de autocorelatie (autocovariatie) este simetrica i pozitiv definita
este echivalent cu a spune ca valorile sale proprii sunt toate pozitive, proprietate la care
vom mai face referire in cele ce urmeaza.

8.3 Modele stochastice

Termenul de model, aici, se refera la ipotezele ce se fac privind modul in care a fost
generat un anumit semnal de interes. Din multitudinea de modele posibile, cele liniare
prezinta un interes deosebit, datorita simplitatii lor. Problema care se pune, deci, este
de a proiecta un sistem liniar invariant in timp (ceea ce am numit pe scurt filtru liniar)
care sa genereze un semnal cu proprietati statistice cunoscute (dorite) pornind de la un
semnal avand un model statistic simplu, cum ar fi, de exemplu, un zgomot alb in timp
discretﬂ adica un semnal v(n) de medie nula, avand functia de autocorelatie data de:

o2 daca k=n

R,(n—k)=v(n)v(k) = { OV daci k #£n (8.14)

Problema este ilustrata in figura 8.2

v(n) &(n)

(zgomot alb) (semnal de interes)

Filtru liniar 7

> >

in timp discret

Figura 8.2: Model stochastic liniar.

Sa precizam ca problema pe care ne propunem sa o rezolvam nu este noua. In para-
graful s-a discutat, in contextul prelucrarii semnalelor aleatoare continue, despre tre-
cerea semnalelor aleatoare prin filtre liniare, deducandu-se o relatie de calcul al marimilor
statistice ale semnalului de iegire (densitate spectrala de putere, sau, alternativ, functie
de autocorelatie) in functie de cele ale semnalului de intrare si de parametrii sistemului
(presupusi cunoscuti). In cazul de fata, avem aceeagi schema generala (un filtru liniar si
doua semnale, de intrare si iegire) numai ca problema pe care ne-o punem este de a de-
termina parametrii filtrului care sa conduca la obtinerea unui semnal de parametri doriti,
in conditiile in care modelul semnalului de intrare este unul cunoscut.

Exista trei tipuri de modele liniare in timp discret, pe care le vom prezenta pe scurt
in paragrafele urmatoare.

2Un astfel de semnal, mai exact o secventd de numere decorelate, este foarte usor de generat cu
calculatorul, prin apelul functiilor de generare de numere pseudo—aleatoare.
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8.3.1 Modelul AR

Modelul auto-regresiv (AR) este caracterizat de urmatoarea relatie intre intrare si iesire:
En)+amén—1)4+at(n—2)+...+ayén—M)=v(n) n=0,1,2,... (8.15)

unde constantele a; se numesc coeficientii filtrului. Scriind relatia (8.15]) sub forma

M

&(n) =v(n) =Y aé(n—1i), (8.16)

=1

se observa in calculul egantionului curent al semnalului de iegire (n) intervin M egantioane
anterioare ale aceluiasgi semnal si esantionul curent al semnalului de intrare, ceea ce jus-
tifica denumirea modelului. Schema bloc a unui model AR este prezentata in figura[8.3]a.

Daca se considera transformatele Z ale semnalelor, adica N(z) = Z{v(n)}(z), X(z) =
Z{&(n)}(2), si a secventei de coeficienti:

Hu(z) = Z{a;}(z) = Zaiﬂ, (8.17)

Hy(2)X(z) = N(2), (8.18)

HE = 6 = T - zﬁolaiz—z-' (8:.19)

Pentru filtrele care implica recursie, se pune in mod special problema stabilitatii. Un
filtru se numeste stabil daca, in conditiile in care semnalul de intrare este marginit, atunci
si semnalul de iegire este de asemenea marginit:

dM € R astfel incat |v(n)| < M = [{(n)] < M, Vn € Z. (8.20)

Dupa cum se stie din teoria filtrelor digitale, conditia necesara si suficienta ca un filtru
sa fie marginit este ca polii functiei de transfer sa fie in interiorul cercului unitate. Pentru
cazul de fata, notand cu p; radacinile numitorului functiei de transfer:

Halp)) =0, i=1,..., M, (8.21)
atunci conditia de stabilitate este echivalenta cu:
pi| < 1. (8.22)

Dupa cum este demonstrat in referinta [4], conditia (8.22)) asigura si stationaritatea
(asimptotica) a semnalului de iegire.
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é(nz v(n) E(n)

v(n)

¥ |

Figura 8.3: Schemele bloc ale diverselor tipuri de modele stochastice: (a) AR, (b) MA,
(c) ARMA. Blocurile figurate cu z=* sunt blocuri de intarziere cu un ciclu de ceas.
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8.3.2 Modelul MA

Modelul “moving average” (MA)f| este caracterizat de relatia:
En)=v(n)+bvin—1)+bwn—-2)+...+bv(n—L) n=0,1,2,... (8.23)

Cu alte cuvinte, esantionul curent al semnalului de iesire se calculeaza ca o medie
ponderata a ultimelor L 4 1 egantioane ale semnalului de intrare cu coeficienti constanti,
ceea ce justifica denumirea data modelului. Schema bloc a unui filtru MA este desenata

in figura [8.3]b.

Considerand transformata Z a secventei de coeficienti {b;}:

L
Hp(z) = Z{bi} = > bz, (8.24)
i=0
unde by ot 1, relatia (8.23)) se scrie in domeniul spectral ca:
X(z) = Hgp(2)N(z), (8.25)
de unde rezulta ca functia de transfer a filtrului MA este data de:
X(2) L .
3 =3 ~ o) = 20 (5.26)

Se observa ca functia de transfer a filtrului nu are numitor, deci filtrul este in mod inerent
stabil (cum, dealtfel, se poate observa direct din relatia ce leaga intrarea de iegire in timp).

8.3.3 Modelul ARMA

Modelul ARMA este o combinatie intre cele doua modele precedente, fiind caracterizat
de relatia:

En)+af(n—1)+a€(n—2)+...+ayé(n— M) =
vin)+biv(n—1)+bww(n—2)+...+bv(n—L) n=0,1,2,... (8.27)
In calculul esantionului curent al semnalului de iegire intervin egantioane anterioare

atat ale acestuia, cat si ale semnalului de intrare. Schema bloc a unui filtru ARMA este
prezentata in figura 8.3].c.

Cu notatiile din (8.17)) si (8.24)), relatia (8.27) se scrie in domeniu spectral ca:

X(z)Ha(z) = N(z)Hp(z2), (8.28)
de unde rezulta ca functia de transfer a filtrului este data de:
X(z) _ Hp(z)
H(z)= = . 8.29
S A (5:29)

Problema stabilitatii este aceeasi ca la modelul AR, si anume pentru ca filtrul ARMA sa

fie stabil trebuie sa aiba loc (8.22)), cu p; dati de (8.21]).

3Datorita faptului ci termenul MA este consacrat in literatura de specialitate, vom pastra terminologia
engleza, in locul celei romanesti, care s-ar putea traduce ca “medie glisanta”.
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8.3.4 Ecuatiile Yule—Walker

Dintre cele trei modele descrise anterior, vom rezolva problema enuntata, si anume de
proiectare a filtrului (respectiv de calcul al coeficientilor acestuia) pentru a obtine un
semnal cu parametri statistici cunoscuti pentru un model de tip AR, intrucat permite
exprimarea analitica a legaturii intre coeficienti si parametrii statistici ai semnalului de
legire.

Vom considera, deci, in continuare, ca relatia dintre semnalul de intrare si cel de iesire
este data de . inmult;ind—o pe aceasta cu £(n—1) si mediind statistic relatia, obtinem:

E(n)§(n —i) + ml(n — 1)§(n — i) + ... + an&(n — M)&(n — 1) = v(n){(n — ). (8.30)

Se observa ca mediile statistice din partea stanga a ecuatiei reprezinta valori ale functiei
de autocorelatie a semnalului de iegire. Mai mult, pentru ¢ > 0 termenul din dreapta este
nul, intrucat reprezinta corelatia intre esantionul curent al zgomotului de la intrare gi un
esantion anterior al semnalului de iegire:

v()en—i)=0 i=1,23,. ... (8.31)

Relatia de mai sus este evidenta: &(n — i) depinde de esantioanele zgomotului de pana la
momentul n — i, care sunt toate decorelate cu cel de la momentul n. Astfel, relatia (8.30))
se scrie:

Re(i) + ayRe(i — 1) + asRe(i —2) + ...+ ayRe(i — M) =0, i=1,2,3,... (8.32)

Scriind (8.32)) pentrui = 1,..., M obtinem un sistem de M ecuatii cu M necunoscute, care
leaga coeficientii necunoscuti ai filtrului a; de valorile cunoscute (dorite) ale functiei de
autocorelatie a semnalului de iegire, sistem care poarta numele de ecuatiile Yule-Walker:

Rg(l) + ale(O) + ang(—l) + ...+ aMRg(—M + 1) =0
R5(2) + CL1R£(1) + O/QRé'(O) +...+ CLMRg(—M + 2) =0 (8 33)

Tinand cont de faptul ca functia de autocorelatie R, este para, sistemul (8.33)) poate fi
scris compact, sub forma matriciala ca:

CORO0) R() R o RM-D7[a] [ Re)) ]
R()  R(0)  R(l) - Re(M~-2) || a Re(2)
Re(2) Re(1) R¢(0) Re(M —3) as | = — | Re(3)

| R(M—1) R(M—2) R(M—3) - R(0) ) Llaw] | R
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Observand ca matricea sistemului de ecuatii este chiar matricea de autocorelatie a sem-
nalului de iesire , si facand urmatoarele notatii suplimentare:

a1
Qa2
a™ | az |, (8.35)

respectiv

re 2 | Re(3) |, (8.36)

| Re(M) |

solutia sistemului de ecuatii Yule-Walker se scrie ca:

a=—R;'re. (8.37)

Se impun cateva observatii in legatura cu rezultatul obtinut mai sus. Sa pornim prin
a scrie relatia (8.30) pentru ¢ = 0. In acest caz, termenul din dreapta nu mai este zero,
ci, tinand cont de (8.16]) poate fi scris:

=1

V) = vin) (v<n> Y akin- i)) = P = Yy =i = %, (839)

de unde ({8.30)) se scrie:
Re(0) + a1 Re(1) + aaRe(2) + ... + ap Re(M) = o2, (8.39)

Aceasta relatie ne da modul de calcul al variantei zgomotului, care, in conditiile modelului
luat in considerare (zgomot alb), este singurul parametru necunoscut al acestuia. Practic,
sistemul de ecuatii impreuna cu ecuatia formeaza impreuna un sistem care
leaga in mod biunivoc M + 1 necunoscute (respectiv cei M coeficienti a; ai filtrului si
varianta zgomotului de intrare 02) de primele M + 1 valori ale functiei de autocorelatie a
semnalului de iesire Re(i) cu i =0,..., M. Se observa ca daca impartim la R¢(0),
obtinem un sistem de ecuatii care leaga valorile functiei de autocorelatie normalizate

peli) = (8.40)
de coeficientii filtrului:

{a17a27 s 7aM} S {p§(1)7p§<2)’ s ,pg(M)}. (841)
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Cu alte cuvinte, coeficientii a; determina forma generala a functiei de autocorelatie, din
varianta zgomotului o regland, apoi, valorile propriu-zise (nenormalizate) ale acesteia:

02 S Re(0). (8.42)

O alta observatie importanta este aceea ca relatia (8.32]) poate fi scrisa gi pentrui > M,
adica:
Re(M +2)+a1Re(M + 1)+ asRe(M) + ... +anyRe(2) =0 (8.43)

Aceste relatii permit calculul valorilor functiei de autocorelatie R (i) pentru ¢ > M in
functie de R¢(0), Re(1),. .., Re(M). Deci, valorile functiei de autocorelatie pentru i > M
nu sunt independente, ci depind de primele M +1 valori, respectiv cele specificate. Aceasta
observatie este utila pentru alegerea ordinului modelului (respectiv a numarului M de
coeficienti ai filtrului), intrucét acesta reprezinta numarul de “grade de libertate”, adica
numarul de valori in care putem specifica independent functia de autocorelatie pe care
dorim sa o obtinem la iegire.

In figura sunt prezentate doua forme dorite ale functiei de autocorelatie, iar
in figura [8.5] sunt prezentate semnalele obtinute la iesirea filtrului AR corespunzatore
functiilor de autocorelatie specificate.

1@ d)
0.5 _
0 T T ? CP @ D a))
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
(a)
1® I T

Figura 8.4: Doua exemple de functie de autocorelatie R¢(i) dorita la iesirea unui filtru
AR, specificate pana la ordinul M = 10.
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0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

_3 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
(b)
3 \
2r ]
1 H
| H
_1 H -
_2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
(c)

Figura 8.5: Semnalele la intrarea si iesirea modelului AR: (a) Semnalul de intrare (zgo-
mot alb); (b) Semnalul la iesirea filtrului AR de ordin M = 10 proiectat in functie de
valorile Re(i) din figura [8.4la; (c) Semnalul la iesirea filtrului AR proiectat M = 10 in
functie de valorile Re (i) din figura b
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Capitolul 9

Filtrarea optimala a semnalelor

9.1 Introducere

Problema filtrarii optimale a semnalelor, pe care o vom trata in acest capitol pentru
semnale aleatoare in timp discret, se poate enunta astfel: dorim sa proiectam un filtru
liniar care, aplicandu-i-se la intrare un semnal aleator £(n), sa produca la iegire un semnal
n(n) care sa fie cat mai apropiat de un semnal aleator dorit y(n). Facem din start
precizarea ca atat semnalul de intrare, cat si cel dorit a fi obtinut la iesire, sunt presupuse
stationare gi de medie nula. Putem exprima similaritatea intre semnalul dorit si cel obtinut
la iegirea filtrului prin intermediul diferentei intre cele doua semnale:

e(n)=7(n)—nn) n=0,1,2,..., (9.1)

numit semnal eroare. Evident, este de dorit ca e(n) sa aiba valori cat mai mici. Problema
este ilustrata in figura 9.1}

¥(n)

&(n) nny e(n)

Filtru liniar

in timp discret

Figura 9.1: Punerea problemei filtrarii optimale a semnalelor.

Datorita constrangerii pe care o impunem din start sistemului cautat, de a fi liniar si
invariant in timp, relatia dintre semnalele de intrare gi iegire este data de:

n(n) =Y hi&(n — k). (9:2)

123
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Relatia nu reprezinta altceva decat adaptarea relatiei pentru cazul semnalelor
in timp discret, considerand in plus filtrul cauzal. Valorile h; se numesc coeficientii
filtrului si constituie necunoscutele problemei puse. Sunt posibile doua tipuri de structuri
de filtre: cele cu numar finit de coeficienti, care se numesc filtre de tip FIR (Finite Impulse
Response), si cele cu un numar infinit de coeficienti, care se numesc filtre IIR (/nfinite
Impulse Response)ﬂ.

Pentru a putea pune problema in ecuatie, mai trebuie definit un criteriu de eroare,
prin care sa traducem matematic dezideratul enuntat, si anume asemanarea semnalului de
iesire n(n) cu cel dorit y(n). Alegem, ca dealtfel in majoritatea cazurilor tratate in aceasta
lucrare, minimizarea erorii patratice medii, criteriu de eroare care conduce, in general, la
un sistem de ecuatii liniare, deci usor rezolvabil. Tinand cont de , semnalul eroare
se scrie ca:

e(n) = ~y(n) —thf(n—k:) n=0,1,2... (9.3)

iar eroarea medie patratica € se definegte ca:

e =-e(n)?, (9.4)

care, datorita stationaritatii semnalelor, este independenta de momentul de timp ales n.
Astfel, problema enuntata se traduce matematic prin gasirea ponderilor h; care mini-
mizeaza pe € dat de (9.4). Filtrul optimal astfel obtinut se numeste filtru Wiener.

9.2 Principiul ortogonalitatii

Valorile ponderilor h; care minimizeaza eroarea patratica medie sunt acele valori in care
derivata acesteia este nula. Derivata lui € dupa ponderea h; se scrie ca:

e 0e?(n)
Oh; — Oh;

de unde rezulta ca:

— 2¢(n) a;:) = —2e(n)é(n —14), ¥i=0,1,2,..., (9.5)

eo(n)é(n —i) =0, Vi=0,1,2,..., (9.6)

unde cu e,(n) am notat valoarea optima a erorii, adica cea corespunzatoare lui &p;y.
Relatia este expresia principiului ortogonalitatii, si, desi constituie un rezultat in-
termediar, are o interpretare importanta. Principiul ortogonalitatii afirma ca, in cazul
optimal, diferenta intre ce dorim si ce avem la iegirea filtrului la un moment de timp
dat este decorelata cu toate esantioanele anterioare ale semnalului de intrare! Aceasta
decorelare a erorii fata de semnalul de intrare semnifica faptul ca am extras maximum de
informatie din acesta, intrucat nu mai exista nici o legatura statistica intre semnalul de
care dispunem (cel de intrare) gi ceea ce mai lipseste semnalului de iegire pentru ca acesta
sa corespunda intru totul cerintelor noastre (adica sa fie egal cu semnalul dorit y(n)).

'Din punct de vedere al implementirii practice, filtrele IIR sunt filtre cu recursie, de tipul AR sau
ARMA, in timp ce filtrele de FIR sunt filtre de tip MA.
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Corelatia intre semnalul de iegire i eroarea optimala poate fi scrisa, tinand cont

de (9.2)), ca:

60(")77(” - 7’) - 60(n> (Z hk,og(n —1— k)) - Z hk,0€0(n)£(n —1— k)? (97)
k=0 k=0

unde cu hy, am notat ponderile optimale, care minimizeaza pe pe €. Inlocuind

in (9.7), rezulta ca
eo(n)n(n —i) =0, Vi=0,1,2,..., (9.8)

relatie ce reprezinta corolarul principiului ortogonalitatii, care afirma ca eroarea obtinuta
in cazul optimal este decorelata si cu valorile prezenta si anterioare ale semnalului de
iegire.

9.3 Ecuatiile Wiener—Hopf

In aceast paragraf, vom deduce relatiile de calcul al ponderilor filtrului Wiener. Pornind
de la principiul ortogonalitatii , si inlocuind expresia erorii (9.3) in cazul optimal,
obtinem:

(’y(n) ) hob(n - k)) En—i)=0, ¥i=0,1,2,... (9.9)

de unde, prin calcule elementare, obtinem:

() —i) = hpol(n—i)é(n—k) Vi=0,1,2,.... (9.10)
T o M T naw
ey (2 e\t

Prin identificarea mediilor din ecuatia de mai sus cu valorile functiei de autocorelatie a
semnalului de intrare Ry, respectiv a functiei de intercorelatie intre semnalul de intrare si
cel dorit la iegirea filtrului R¢,, obtinem relatia cautata:

> hioRe(i — k) = Rey(i),  Vi=0,1,2,3,..., (9.11)
k=0

Ecuatiile poarta numele de ecuatiile Wiener—Hopf, si reprezinta un sistem liniar
de o infinitate de ecuatii cu o infinitate de necunoscute, care permite calculul ponderilor
optimale hj, In functie de autocorelatia semnalului de intrare si de intercorelatia dintre
semnalul de intrare si cel dorit la iegirea filtrului (presupuse cunoscute).

Sa facem urmatoarea observatie importanta. Solutia sistemului de ecuatii Wiener—
Hopf poate fi scrisa in domeniul spectral, observand ca termenul stang al relatiei (9.11))
nu reprezinta altceva decat convolutia in timp discret intre functia de autocorelatie a
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semnalului de intrare si secventa {hy,}ren a ponderilor filtrului Wiener. Rezulta, deci,
ca relatia (9.11)) poate fi scrisa in domeniul spectral sub forma:

ge(W)Ho(w) = qey(w), Yw € [—m, 7], (9.12)

unde H,(w) este functia de transfer a filtrului optimal, adica transformata Fourier in timp
discret a secventei de coeficienti iy,

Hy(w) = F {hpo} (W) = Y hyoexp(—jwk) (9.13)

k=0

Ecuatia (9.12) permite calculul functiei de transfer a filtrului optimal ca:

_ Q@(W)
H,(w) = Ge(@) (9.14)

In paragraful urmator, vom da o solutie a sistemului de ecuatii Wiener—-Hopf in dome-
niul temporal, pentru o structura particulara de filtru, si anume filtru cu numar finit de
coeficienti.

9.3.1 Ecuatiile Wiener—Hopf pentru filtru de tip FIR

Considerand numarul de coeficienti ai filtrului finit, adica:
hey =0 Ve=MM+1,M+2,..., (9.15)

relatia dintre iegire si intrarea filtrului este data de:

pm) = 3 héln— k). (9.16)
k=0

Structura filtrului Wiener de tip FIR, care implementeaza relatia ((9.16]) este prezentata
in figura [9.2]
In acest caz particular, sistemul de ecuatii Wiener—Hopf (9.11]) devine:

M-1
hioRe(i — k) = Rey (1), Vi=0,1,2,3,.... (9.17)

k=0
Scriind relatiile de mai sus pentru ¢ = 0,1,..., M — 1, obtinem urmatorul sistem de M

ecuatii cu M necunoscute, a carui solutie vor fi ponderile filtrului optimal Ay, o

h(),ORg(O) + hLORg(—l) + ...+ hM—l,oRg(_M + 1) = REW(O)

hooRe(1) + hioRe(0) + ...+ har—10Re(—M + 2) = Re (1) (0.18)

hooRe(M — 1) 4 hy oRe(M —2) + ... + har_1,0Re(0) = Rer (M — 1)
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&(n) E(n-1) &(n-2) E(n-M+1)
T Z_l \ Z_l T —> Z_l -
h0,0 hl,o ? h2,0 hM—l,o
' J P S ()
)y I — Yy

Figura 9.2: Schema bloc a unui filtru optimal cu numar finit de coeficienti (filtru de tip
FIR).

Tinadnd cont de faptul ca functia de autocorelatie Re este pard, sistemul (9.18) poate
fi scris sub forma matriciala ca:

R¢(0) Re(1) - Re(M —1) hoo Ry (0)
Re(1 R¢(0 Re(M — hio Re (1
() RO V=2 | e | Re) |
R:(M —1) R(M—-2) --- R¢(0) har—10 Rey (M —1)
Re
Notand cu h, vectorul coloana al ponderilor optimale :
hO,o
hio
I (9.20)
hM—l,o

si cu rgy vectorul ce contine valorile functiei de intercorelatie intre semnalul de intrare si
cel dorit la iegire:

Réﬂ/m)
Re (1
re, 5”.( ) , (9.21)
R&'Y(M - 1)
putem scrie solutia sistemului Wiener—Hopf pentru cazul unui filtru de tip FIR ca:
h, = R 're,. (9.22)

9.4 Aplicatii ale filtrarii optimale a semnalelor

In paragrafele urmatoare vom prezenta doua dintre cele mai importante aplicatii ale fil-
trelor optimale, gi anume atenuarea zgomotului si predictia.



128 CAPITOLUL 9. FILTRAREA OPTIMALA A SEMNALELOR

9.4.1 Atenuarea zgomotului

Sa presupunem ca semnalul de intrare £(n) reprezinta versiunea perturbata cu zgomot
aditiv v(n) a unui semnal de interes ((n)

&(n) =((n) +rv(n) n=0,1,2.... (9.23)

In acest caz, dorim ca iegirea filtrului sa aproximeze cat mai bine semnalul util. Cu alte
cuvinte, alegem:

v(n) = (¢(n). (9.24)

Sa presupunem in continuare ca semnalul v(n) reprezinta un proces aleator zgomot
alb, independent de semnalul util, de unde rezulta ca functia de autocorelatie a semnalului
de intrare este:

Re(k) = £(n)s(n + k) = (C(n) +v(n))(C(n + k) + v(n + k)
= g(n)c(vn + k) + g(n)u@ + k) +¢(n +f)y(nl + g(n)uﬁz + k) (9.25)
Re(k) 0 0 Ry (k)

In dezvoltarea de mai sus am folosit faptul ca procesele ( si v sunt independente, ceea ce
face ca ((n1)v(n2) = ¢(n1) v(na) = 0.
——

0
In plus, intercorelatia intre & si 7y se scrie:

Re, (i) = Em)y(n + 0) = (C(n) + v(m)C(n + 8) = C(m)C0n + 8) + v(m)C(n + 1) = Re(i),

7
~\~ v~
0

R (4)

(9.26)
de unde rezulta ca vectorul re, este prima coloana a matricii de autocorelatie a semnalului
util RC:

re, = : e (9.27)

R(M —1)

Tinand cont de (8.14)), rezultd ca matricea de autocorelatie a zgomotului este diag-
onala: R, = 02Iy. Prin particularizarea relatiei (9.22)) pentru datele deduse mai sus,
rezulta forma finala a coeficientilor filtrului Wiener optimal pentru atenuarea zgomotului:

ho = (RC —|— O-SIN)il rc. (928)

In figura este prezentat un exemplu de filtrare de zgomot cu un filtru Wiener.
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Figura 9.3: Exemplu de atenuare de zgomot cu un filtru optimal: in figura de sus,

semnalul original (cu linie intrerupta) si cel petrurbat cu zgomot alb (cu linie continua).

In figura de jos, semnalul original (cu linie intrerupta) si semnalul rezultat prin filtrarea

cu un filtru Wiener cu 20 de coeficienti (cu linie continua).

9.4.2 Predictia

Predictia este o alta aplicatie importanta in prelucrarea semnalelor. Scopul predictiei este

ca la fiecare moment de timp n sa se estimeze valoarea urmatoare a semnalului de intrare.

Astfel, considerand semnalul de intrare £(n), alegem semnalul de iegire dorit al filtrului

Wiener predictor ca fiind:
v(n) =¢(n+1).

In aceste conditii, intercorelatia intre semnalul de intrare si cel dorit este:

Rey(i) = &(n)y(n +1i) = (n)é(n+i+1) = Re(i + 1),

ceea ce face ca vectorul re, din (9.21) sa fie:

Vectorul ponderilor optimale ale filtrului Wiener predictor este astfel dat de:

ho = Rglrf.

(9.29)

(9.30)

(9.31)

(9.32)
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Se impun doua observatii referitoare la relatia . Prima este legata de faptul
ca problema predictiei unui semnal se pune numai in cazul in care intre esantioanele
semnalului respectiv exista o oarecare corelatie. intr—adevér, daca &(n) este complet
decorelat, adica Re¢(i) = 0 pentru ¢ # 0, atunci vectorul r¢ din (9.31)) este nul, si la fel
va fi gi vectorul ponderilor optimale h, si, implicit, si iesirea filtrului predictor! Se poate
de asemenea arata ca eroarea de predictie este cu atat mai mica cu cat intre esantioanele
semnalui exista o corelatie mai puternica.

A doua observatie se refera la similaritatea intre solutia sistemului de ecuatii Wiener—
Hopf pentru filtrul predictor si solutia sistemului de ecuatii Yule-Walker .
Aceasta asemanare nu este intamplatoare: daca privim filtrul Wiener predictor din
figura ca un sistem cu intrarea data de £(n) si cu iegirea data de eroarea de predictie
e(n) = E(n+ 1) — £(n) (in loc de valoarea prezisa n(n) "= £(n + 1)), atunci acesta poate
fi vazut ca inversul filtrului auto-regresiv, respectiv un sistem liniar care are la intrare
un semnal cu functie de autocorelatie cunoscuta si care trebuie sa produca la iesire un
semnal complet decorelat cu intrarea.

In figura este prezentat un exemplu de actiune a unui filtru Wiener predictor.

100 y

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figura 9.4: Exemplu de predictie: in figura de sus, semnalul original (cu linie intrerupta)
si cel “prezis” de un filtru Wiener cu 20 de coeficienti (cu linie continua). In figura de jos,
sunt reprezentate semnalul original (cu linie intrerupta) si eroarea de predictie (cu linie
continua).

Predictia este utilizata pentru compresia semnalelor (spre exemplu, semnalul vocal se
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codeaza foarte bine prin predictie liniara). Daca predictia este buna, deci daca valoarea
“prezisa” aproximeaza fidel valoarea reala a semnalului, atunci pe canal se poate transmite
numai diferenta intre cele doua valori, care, fiind in medie mica (vezi figura , poate fi
codata pe un numar redus de biti . Avand in vedere ca regula de predictie este cunoscuta,
partea predictibila a semnalului poate fi reprodusa exact la receptie. Din aceasta, prin
adaugarea erorii transmise pe canal, poate fi reconstruit fiecare esantion al semnalului.
Astfel, se poate face o transmisiune cu compresie a semnalului, practic fara pierderi, pe
baza redundantei (corelatiei) existente in acesta.

Schema bloc a unui lant de transmisiune cu predictie, conform celor descrise mai
sus, este prezentata in figura [9.5 Blocul Q este bloc de codare a erorii: intr-o prima
faza, eroarea este cuantizata iar apoi este codata cu un cod entropic (de tip Huffman) ce
exploateaza distributia puternic neuniforma a valorilor acesteia: valorile mici au proba-
bilitate de aparitie mare, in timp ce valorile mari apar rar. Blocul Q! reprezinta bloc
de decodare a erorii. Singurele pierderi (diferenta intre e(n) si €/(n)) sunt cele datorate
operatiei de cuantizareﬂ

£(n) e(n) e,(n) e'(n) E(n)
NP> Q Canal 'Q_l D> >

Predictor Predictor

&m) Em

Figura 9.5: Schema bloc a unui lant de transmisiune cu predictie.

2Problema cuantizarii semnalelor este tratatd in detaliu in capitolul
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Capitolul 10

Transformate unitare

10.1 Introducere

Termenul de tranformata unitara se refera la o clasa de matrici unitare folosite pentru
reprezentarea semnalelor. O matrice patratica avand componente complexe A € Cyyn
se numeste unitara daca:

A=A (10.1)

unde prin ()* am notat operatorul de conjugare complexa.

S& mentionam chiar de la inceput ca, desi cazul complex nu este deloc neglijabil']
in acest capitol vom trata numai problema transformatelor cu coeficienti reali, deci vom
presupune in continuare A € Ry, caz in care conditia de unitaritate devine:

At =AT (10.2)

Fiind datd matricea A unitara si vectorul coloand & = [ £(0) £(1) --- &(N —1) }T,

se defineste transformata . lui 13 ca fiind vectorul coloana
n=1[n0) n1) -+ n(N-—1)] obtinut ca:

n = AE€. (10.3)

Considerand elementele matricii A = {a(k,n)}xn=o,.. n-1, relatia (10.3)) se poate scrie:

N—

(k) =Y a(k,n)é(n), Vk=0,1,...,N — 1. (10.4)

n=

[ay

Transformata inversa, care permite recuperarea vectorului original £ din cel transformat
7 se scrie, tinand cont de ((10.2)):

£=A"np, (10.5)

1Spre exemplu, transformata Fourier discretd se obtine cu ajutorul unei matrici A avand elemente

complexe!

133
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sau, element cu element:

N—

&)=Y alk,n)y(k), ¥n=0,1,...,N — 1. (10.6)

k=0

[asry

Semnificatia unei transformate unitare poate fi inteleasa scriind matricea A” sub forma
AT = [ ap a; - AN-1] ] s (107)

unde a; sunt vectori coloana:

a(k,0)
ay = a“ﬁ’ Do (10.8)
a(k, N -1)

Cu aceste notatii, relatiile care dau transformata directa ((10.4)), respectiv pe cea in-
versa ([10.5]), pot fi scrise sub forma:

(k) =& ay = (£,a,) Vk=0,1,...,N -1, (10.9)
respectiv:
N-1
§=) n(kay, (10.10)
k=0

unde cu (f, g) a fost notat produsul scalar intre vectorii coloana f, g € Ryy1, definit ca:

(t.8) 2 g = Y (o) (1011)

Calculul lui & din relatia se interpreteaza ca o descompunere a acestuia intr-o
altd baza a lui RY, gi anume cea formata din coloanele matricii AT: {ag,a;,...,ay_1}.
Coeficientii dezvoltarii lui & in aceasta baza sunt chiar componentele 7(k) ale vectorului
transformat 1. Conform , acestia se obtin prin produs scalar intre vectorul dezvoltat
& si axa ag, care nu reprezinta altceva decat proiectia lui € pe ay.

In plus, noua baza in care se reprezinta semnalul este ortonormala, fapt asigurat de

conditia (10.2) de unitaritate impusd matricii A. Intr-adevir, (10.2) se poate rescrie ca:
AAT =1y, (10.12)

ceea ce, scris explicit in functie de vectorii a;, devine:

al 10 - 0
al 01 -0

[ap ar - ava )= . . . | (10.13)
ak_, 00 1
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Din relatia de mai sus, rezulta ca:

1 dacat=7y

10.14
0 1in rest ’ ( )

T
(a,a;) = a;a; = {
ceea ce este echivalent cu a spune ca baza {ay}r—o,. . n—1 pe care se descompune vectorul

original & este ortonormala, intrucat fiecare doi vectori din set sunt perpendiculari, iar
norma fiecaruia este unul!

Pentru fixarea notiunilor, s consideram un exemplu pentru care avem o reprezentare geometrica,
respectiv N = 2. Fie vectorul £ = [5,2]7 din figura Cele douid componente ale vectorului &
reprezinta coeficientii dezvoltarii vectorului in baza canonica {eg; =[1,0]7,e, = [0, I]T} aleasa din oficiu
pentru reprezentarea oricarui vector din R?. Cu alte cuvinte, & = [5,2]7 este echivalent cu:

& = 5e, + 2ey,
cu
(€ ;) =5
<£7ey> =2

Figura 10.1: Exemplu de schimbare de baza.

Insa {e,,e,} nu este singura baza a lui R2. Si considerim, spre exemplu, baza {e’m,e;} obtinuta
printr-o rotatie a bazei canonice cu un unghi astfel ales incat versorul e/, s devind coliniar cu vectorul
considerat £. In noua baza {e;, e;}, componentele lui £ devin:

<£,e;> = \/E
(&ey) =
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iar acesta poate fi scris ca:

£ =29, +0e, = | €, ¢

<@~
[R—

Deci, vectorul transformat n = [v/29,0]7 este noua reprezentare a lui & in baza considerata.

Dintre aplicatiile transformatelor unitare, cea mai importanta este compresia de date,
care este posibila datorita proprietatii transformatelor utilizate in practica de a compacta
energia intr-un numar redus de coeficienti in spatiul transformatei. Sa precizam pentru
inceput ca o transformata unitara conserva energia semnalului. Intr-adevar:

Ep=|nl>=n"n=(A¢8)" At = €"ATAL = ¢"¢ = ||| = E.. (10.15)
Iy

Desi energia totala se conserva, pentru majoritatea transformatelor utilizate in practica,
aceasta tinde sa fie distribuita inegal intre coeficientii spatiului transformat. Cu alte
cuvinte, energia este concentrata intr-un numar redus de coeficienti ai transformarii, restul
putand fi neglijati, pierderea de informatie indusa fiind extrem de mica.

Problema compresiei optimale cu transformate unitare este tratata in continuarea
acestui capitol.

10.2 Transformata Karhunen—Loeve
Problema care se pune este aceea de calcul al matricii unitare
L - [ 10 11 ce lN_1 }T (1016)

cu ajutorul careia sa compactam cat mai bine energia in spatiul transformatei, cu alte
cuvinte, sa concentram energia intr-un numar minim de coeficienti in spatiul transformarii.
Fie n transformata vectorului original &:

n=LE=[n0) - nm=1) nm) - g(N-1)]". (10.17)

Din vectorul n pastram numai primele m componente, restul inlocuindu-le cu nigte con-
stante ¢;. Cu alte cuvinte, il aproximam pe i cu 1 dat de:

= T
n=1[n0) - nm=1) ¢ -+ cv] (10.18)

Cu ajutorul vectorului aproximat in spatiul original
£=L1"7 (10.19)

se definesgte eroarea patratica medie indusa de aproximarea in spatiul transformatei ca

fiind:

=

(10.20)
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Problema din punct de vedere matematic este de determinare a matricii transformarii L
astfel incat eroarea patratica medie (10.20)) sa fie minima.
Trecand eroarea patratica medie din (10.20)) in spatiul transformatei, avem:

s (¢-8) (&) =@ - W n—m) = n—0) WLn—)

=~
_— . t (10.21)
=m-n"n-n)=|n-7|"= Z (n(i) — (i))* = Z (n(i) — 7(i))*.

Tinand cont ca primele m componente ale lui 1 si 7 sunt identice, rezulta ca eroarea
patratica medie poate fi scrisa ca:

F

e = (n(i) — ¢)*. (10.22)

i
3

In acest punct, putem determina constantele ¢, care minimizeaza eroarea €. Facem,
deci:

5—; = a% (2 (n(i) — ci)2> = —2(n(k) —cx) =0, (10.23)

i=m

de unde rezulta:

ck=n(k) Ve=m,...,.N—1 (10.24)
Inlocuind (10.24) in (10.22), obtinem:
N—1 5
e= (77(2') —W) . (10.25)
Dar, conform , avem
(i) =€ =17¢, (10.26)
de unde:
N-1 N-1
== (n@) =n@) (n() —n@) = 3 (e - 17€) (€' - €7L)

I
3

(2

]
3

=

-1

N—-1
F(-8 (-8 L= 1"(¢-8 (-8 L= > K

i

(10.27)

3
[
3

K

Relatia ne da scrierea cantitatii de minimizat € in functie de necunoscutele 1;.
Nu putem, insa, trece direct la minimizarea lui € fara a tine cont de constrangerile asupra
vectorilor 1; de a fi de norma unitara, intrucat sunt coloanele unei matrici unitare. Astfel,
minimizarea lui € cu constrangerile 171; = 1 revine la minimizarea expresiei:

N-1
U=> (IJKe;— ) (1], -1)), (10.28)

i=m



138 CAPITOLUL 10. TRANSFORMATE UNITARE

unde \; € R sunt multiplicatorii Lagrange “atagati” constrangerilor impuse.
Pentru rezolvarea eleganta, sub forma vectoriala, a problemei minimizarii lui ¥
din (10.28]), definim gradientul vectorial al unei expresii scalare. Fie E(v) o functie

scalard de vectorul v = [vy, ..., vy]?. Definim gradientul lui £ dupa v ca fiind:
OE
ovy
V E = : . (10.29)
OE
oun

Evident, vectorul v care minimizeaza pe E se obtine facand:
V.E =0. (10.30)

Mai mult, se poate aréta prin calcul direct ci pentru orice matrice simetricd (B = BT)
avem:

V. (vIBv) = 2Bv. (10.31)

Tinand cont ca matricea de covariatie K¢ este simetrica, si ¢ putem scrie 171, = 17Ty1;,
atunci, aplicand rezultatele enuntate mai sus, rezulta ca vectorii v; care minimizeaza pe
U se obtin din ecuatia:

V), U = 2Kl — 2M\1, = 0, (10.32)

de unde rezulta ca:
Kl = A\l (10.33)

Cu alte cuvinte, coloanele matricii transformatei Karhunen-Loeve (prescurtata in cele
ce urmeaza KL) LT, cu ajutorul cireia se compacteazi optim energia vectorului original
&, sunt vectorit proprii ai matricii de covariatie ai vectorului respectiv! De asemenea,
multiplicatorii Lagrange \; sunt valorile proprii atagate vectorilor 1;.

S& facem cateva observatii importante referitoare la rezultatul obtinut. In primul
rand, inlocuind vectorii 1 din in expresia (10.27), obtinem valoarea minimé a

erorii patratice medii:
N-1 N-1 N-1
Emn= Y UK=Y NITL =) A 10.34
> 109
= Al = =

Cu alte cuvinte, eroarea patratica medie obtinuta in cazul optimal este suma valorilor
proprii aferente axelor ale caror componente sunt “suprimate”. Din aceasta observatie
deducem ordinea de asezare a coloanelor 1; in matricea L?: daca dorim sa eliminam
componentele vectorului n localizate la coada (aga cum am impus la inceput) atunci
vectorii 1 trebuie ordonati in sens descrescator al valorilor proprii aferente:

L"=[1 L - 1y ] (10.35)

A=A > - 2 AN
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In continuare, calculand matricea de covariatie a vectorului transformat 7, avem:

K,=(n-m)n-m" =L(E-€(LE-§) =L(¢-€(-€ L

— e (10.36)
=L(¢—-€) (6§ L"=LKL"
Tinand cont de ((10.33)), ecuatia (10.36|) se scrie mai departe:
1] Iy
17 I
Ky=| . |Ke[lo L -+ Wya]= [ Ko Keli - Kelyg |
R v Iy
L
T T T [ X O O 0 ]
IOT 0 A 0 0
= ! [ Aolo Aily Av-—ily—a ] = 0 0 A 0
I oo . :
- N L0 0 0 - An_1
(10.37)

Semnificatia rezultatului (10.37)) este aceea ca, in noile coordonate, coeficientii dezvoltarii
sunt complet decorelati! Mai mult, se observa ca

Xi = 02, (10.38)

adica valorile \; au semnificatia de varianta a coeficientului descompunerii vectorului &
pe axa l;, ceea ce justifica alegerea facuta mai inainte, de eliminare a componentelor pe
axele cu \; mic. intr—adevér, in lumina relatiei , aceasta semnifica inlocuirea cu
media lor a componentelor de varianta mica, ceea ce este natural.

In figura , este prezentat un exemplu de schimbare de coordonate cu transformata
KL pentru un set de vectori 3D cu componente puternic corelate (ceea ce se poate observa
din forma liniara a norului de puncte reprezentand vectorii respectivi). Se observa ca in
noile coordonate, una din axe este chiar axa principala a norului de puncte, ceea ce
este echivalent cu a spune ca, in medie, componentele vectorilor pe celelalte doua axe
(perpendiculare pe axa principala) vor fi mici, ele putand fi eliminate cu o pierdere de
informatie redusa.

10.3 Aproximari practice ale transformatei KL

Tranformata KL se foloseste rareori ca atare in practica. Unul dintre motive este acela
ca transformata nu este aceeasi pentru orice semnal, c¢i depinde de statistica semnalului
respectiv. Ea trebuie, deci, calculata pentru fiecare clasa de semnale in parte. Un alt
motiv, si mai important, este acela ca transformata este lenta, complexitatea algoritmu-
lui de implementare fiind O (N?). Astfel, in practicd se folosesc diverse aproximari ale
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Figura 10.2: Exemplu de schimbare de coordonate a unui set de vectori cu componente
puternic corelate. (a) Sistemul de coordonate canonic; (b) Sistemul de coordonate rezultat
in urma aplicarii transformatei KL.

transformatei, suboptimale, dar cu posibilitati de implementare eficienta. In paragrafele
urmatoare, vom prezenta doua dintre transformate folosite in practica drept substitut de
transformata KL.

10.3.1 Transformata cosinus discreta

Transformata cosinus discreta este definita de matricea unitara C = {c(k,n) }rn=o.. N-1
avand elementele date de:

L daca k=0
-
c(k,n) = { \/ECOSTT N gk k0 (10.39)
N 2N

Se poate demonstra (vezi referinta [5]) ca transformata cosinus discreta poate fi im-
plementata printr-un algoritm rapid, de complexitateﬂ O (NlogN).

In ceea ce privegte asemanarea transformatei cosinus discrete cu transformata optimala
KL, vom arata in continuare ca matricea C aproximeaza foarte bine matricea transfor-
matei KL pentru semnale Markov de ordinul unu puternic corelate.

Prin definitie, un semnal Markov de ordinul unu este un semnal aleator al carui trecut
nu are nici o influenta asupra viitorului, cu conditia ca prezentul sa fie specificat. Aceasta
se traduce matematic ca:

We (T |Tp—1, T2, Tn—g . ..) = We (Tp|Tp_1) (10.40)

unde cu we (z,|Tp_1, Tp_2,Tn_g...) am notat densitatea de probabilitate a lui &(n)

2Pentru N = 1000, reducerea complexitatii de la O (N 2) la O (N log N) este echivalenta cu cregterea
vitezei de calcul de aproximativ 100 de ori!



10.3. Aproximari practice ale transformatei KL 141

conditionata de faptul ca valorile anterioare ale semnalului au fost x,,_1,x,_2,...:

not
We (Tn|Tp—1, Tp—2...) = Wem)|[{{&(n—1)=an_1}N{e(n—2)=zn_o}n-} (Tn)- (10.41)

Relatia se interpreteaza astfel: pentru determinarea statisticii semnalului la
momentul urmator n+1 este suficienta cunoagterea valorii semnalului la momentul prezent
nfl Semnalele Markov servesc deseori de model statistic simplificat pentru semnale reale.

Se poate arata ca functia de autocovariatie a unui semnal Markov de ordinul unu este

de forma:
K¢(n) = a?p'"' cu |p| < 1, (10.42)
ceea ce este echivalent cu a spune ca matricea de autocorelatie a procesului este:
B 1 p p2 . e pN_l T
p 1 p oo prz
Ke=o2| 0 p 1 PN (10.43)
| N1 pN=2 pNe3 1]

Prin calcul direct, se poate demonstra ca inversa matricii de covariatie din ((10.43)) este
data de:

[ 1—pa —a 0 0 0 0 0 ]
-« 1 —a 0 0 0 0
0 —a 1 —«a 0 0 0
K- — 5 0 O —a 1 -+ 0 0 0 (10.44)
& : : : S : : ’ :
0 0 0 o -+ 1 —a«a 0
0 0 0 o - —a 1 -«
| 0 0 0 0O - 0 —a 1-pa |

_ 1 14p2 s p
cuﬁ—;l_p2 sia= 7.

Pe de alta parte, se poate demonstra prin calcul direct ca vectorii coloana ai matricii
CT sunt vectorii proprii ai matricii:

[1—a —a 0 0 0 0 0
—« 1 —a O 0 0 0
0 —a 1 —« 0 0 0
0 O —-ao 1 - 0 0 0
M = : S . : : (10.45)
0 0 0 o -+ 1 -« 0
0 0 0 o -+ —a 1 —
|0 0 0 0O - 0 —a l-a ]

3Un semnal Markov de ordinul unu poate fi modelat ca fiind iesirea unui model AR de ordinul unu:

§(n) = —ar€(n —1) +v(n).
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cu a € R oarecare. Cu alte cuvinte, are loc relatia:
Mck = /\ka, k= 0, “ ey N—1 (1046)

unde:
o= [ clk,0) c(k,1) -+ c(k,N—1)]" . (10.47)

Prin compararea relatiei (10.44]) cu ((10.45]), se observa ca:

K;' ~ M. (10.48)

InlS1

Altfel spus, tinand cont de si de (10.48), vectorii coloand ai matricii C* aprox-
imeaza cu buna precizie vectorii proprii ai matricii Kgl (care sunt identici cu cei ai lui
K{') atunci cand p < 1.

Concluzia este cea enuntata anterior: transformata cosinus discreta aproximeaza foarte
bine transformata optimala KL pentru semnale puternic corelate. In practica, transfor-
mata cosinus discreta este folosita in standardul de compresie de imagini JPEG (dupa
cum vom prezenta in detaliu in capitolul . In figura este prezentat un exemplu
de compresie cu transformata cosinus discreta.

300
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250 b
/ 2500 -

2000 -

1500
1501 1000

500

-500

-1000

L L L L L L L ~1500 L L L L L L L
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

(a) (b)

Figura 10.3: Exemplu de compresie de semnale cu transformata cosinus discreta: (a)
Semnalul original (cu linie punctata) si cel rezultat in urma eliminarii a 87,5% din
coeficienti in spatiul transformatei; (b) Transformata cosinus discreta a semnalului origi-
nal: se observa ca majoritatea coeficientilor au valori neglijabile.

4S-a folosit rezultatul conform ciruia, daci ¢ € Ry, este vector propriu al unei matrici oarecare
A € Ryxn, atunci el este vector propriu al oricarei matrici A™, cu n € Z. intr-adevén daca avem
Ap = \p, atunci, inmultind la stanga cu A avem: A%2p = A (Ap) = AAp = M\2p etc. Pentru puteri
negative, inmultim la stinga cu A~ i obtinem: A=A = AA =1y ceea ce, prin impartire la A, conduce
la A=t = A1
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10.3.2 Transformata sinus discreta

Transformata sinus discreta este data de matricea unitard S = {s(k, n)}xn-o. ~n-1, avand

s(k,n) =1/ Ni— N sin m(k —?\fli_(q i 1). (10.49)

La randul ei, si transformata sinus poate fi implementata prin algoritmi rapizi, de
complexitate O(N log N).
La fel ca si in cazul transformatei cosinus, se poate arata ca vectorii coloana ai matricii

elementele date de:

ST sunt vectori proprii ai matricii:

[ 1 —a 0 0 0 0 0 ]
—a 1 —-a 0 0 0 0
0 —a 1 —« 0 0 0
0 0O —a 1 -+ 0 0 0
N=| T (10.50)
0 0 0 o -+ 1 —a 0
0 0 0 0o -+ —-a 1 -«
| 0 0 0 O -+ 0 —-a 1 |
Prin compararea ((10.50) cu ([10.44)), se poate scrie:
~ K ! 10.51
<05~ ¢’ ( )

ceea ce se traduce prin faptul ca transformata sinus discreta reprezinta o buna aproximare
a transformatei optimale KL pentru semnale aleatoare slab corelate.
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Capitolul 11

Cuantizarea semnalelor

11.1 Introducere

Asa dupa cum am enuntat si in capitolele anterioare, cuantizarea, lmpreuna cu
esantionarea, reprezinta cei doi pagi prin care un semnal continuu este adus intr-o forma
in care poate fi prelucrat cu calculatorul. In urma operatiei de esantionare, semnalul con-
tinuu este transformat intr-o secventa discreta de valori continue. Cuantizarea urmareste
transformarea naturii valorilor esantioanelor semnalului din continuu in discret. In acest
scop, se foloseste o functie de cuantizare () cu care se aproximeaza valorile continue ale
semnalului cu valori ce provin dintr-o multime cu L elemente (deci finita).

Considerand ca gama de valori a semnalului este limitata in intervalul [{yin,Emax] (am-
bele limite fiind presupuse cunoscute a priori) functia de cuantizare () este de forma:

yr dacazp <z <xpiq
1 dacazp g <z <
y=Qx) =4 Vbt AT S E = AL (11.1)

yp  dacax; <z <y

unde 1 = &uin iar x4 = Enax. Valorile x; se numesc praguri de cuantizare, in timp

ce valorile y; se numesc valori cuantizate. Diferenta intre doua praguri de cuantizare
. o not . . 2

succesive se noteaza cu A; = z; — x;_1 si se numeste pas de cuantizare. In figura

este prezentata forma generala a graficului unei functii de cuantizare.

Astfel, dupa cuantizare, fiecare egsantion al semnalului cuantizat

E(k) = Q(E(R)) (11.2)

poate fi codat pe un numar finit de biti n, cu 2™ > L. In figura sunt prezentate
forma esantioanelor unui semnal inainte si dupa cuantizare.

Determinarea unei reguli de cuantizare consta, deci, in precizarea celor 2L — 1 ne-
cunoscute, respectiv pragurile de cuantizare xs,...,x_1 i valorile cuantizate yy,...,yr.
In paragrafele urmatoare vom prezenta cateva moduri de calcul al acestor valori.

145
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Q(x)
Yia —
4—‘>
X
Xl Xi—l Xi XL+1
A
Figura 11.1: Graficul unei functii de cuantizare Q(z).
>(i+2 77777777777777777777777777777777777777
yi+1 [ $ N
Xi+1 77777777777777777777777777777777777777
Y, F $ ¢+ R
Xi F — -} - - e e e -
Yo |
%1 :T ****** T ****************
[N I N A T 777777 f 777777 —

Figura 11.2: Cuantizarea valorilor unui semnal: cu ¢ sunt figurate valorile originale
¢(k) ale esantioanelor semnalului, in timp ce valorile cuantizate {(k) = Q(&(k)) sunt
reprezentate cu ¢.
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11.2 Cuantizarea uniforma

Cea mai simpla cuantizare este cea uniforma, care rezulta prin alegerea unui pas de
cuantizare uniform pe tot intervalul de valori posibile ale semnalului [£yin, Emax):

A=A 2N Yn=23,...,L. (11.3)
Rezulta, deci, ca
A= M7 (11.4)
L
de unde rezulta valoarea pragurilor de cuantizare:
Tp =E&nin+(n— 1A, VYn=2... L (11.5)
Cat despre valorile cuantizate, ele se aleg la mijlocul fiecarui interval de cuantizare in
parte:
yn:% Vn=1,2,...,L. (11.6)
Daca se considera eroarea indusa in semnal de operatia de cuantizare:
e(n) = &(n) —£(n), (11.7)
atunci aceasta poate fi scrisa sub forma
e(n) = g(&(n)), (11.8)

cu functia g(x) avand forma:

r—yr dacaxp <x<zpiq

r—yr1 dacaxp 1 <x <z

gla) =z —Q(r) = (11.9)

xr—1y, dacax; <z <o

Graficul functiei g corespunzatoare unei cuantizari uniforme este prezentat in figura[11.3]

Aplicand (3.25)), rezulta

w(u) = SF o we(u+y) daciue [-5,5] (11.10)
‘ 0 in rest ' '

Se poate arata ca daca numarul de nivele de cuantizare L este suficient de mare pentru
o gama de valori precizatd [{min, Emax), ceea ce este echivalent cu a spune ca pasul de

cuantizare (11.4) este suficient de mic, distributia erorii induse prin cuantizare uniforma
este aproximativ uniforma in intervalul precizat:

1 5 < A
we(u) ~ { 5 dacd Jul < 5 (11.11)

Ari\ 0 1n rest

Rezulta din (11.11) ca eroarea patratica medie indusa de cuantizarea uniforma, care
nu este altceva decat varianta erorii e(n) este data de:
2
2 _ A
© 12

e=e}(n)=o (11.12)
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4 g(x)

A2

Figura 11.3: Functia de trecere din £ in e

11.3 Cuantizarea optimala Lloyd—Max

Cuantizarea uniforms data de relatiile si este atractiva prin prisma sim-
plitatii modului de calcul al pragurilor de cuantizare. Totusi ea nu este optimala, intrucat
nu tine cont de distributia valorilor semnalului de cuantizat we. Cuantizarea Lloyd-Max
urmareste calculul pragurilor de cuantizare si al valorilor cuantizate in sensul minimizarii
erorii patratice medii induse de cuantizare. In mare, ideea este de a aloca pasi de cuan-
tizare A; mici pe intervalele pe care distributia wg are valori importante, si, implicit, de
a aloca pasi de cuantizare mai mari (respectiv erori mai mari) pentru intervalele pe care
we este mai mica (respectiv pentru valorile mai putin probabile).
Eroarea patratica medie, se scrie ca:

e =) =9 €)= [ e (11.13)

— 00

In dezvoltarea de mai sus am aplicat teorema de medie (3.41)) si am tinut cont ca semnalul
&(n) este presupus din oficiu a fi stationar, deci este caracterizat de aceeasi densitate de
probabilitate wg la orice moment de timp n. Inlocuind pe g(x) cu relatia data de 1)

avenl
L Ti+1

Z / x — ;) we(z)dx. (11.14)

Valorile pragurilor x; ce minimizeaza pe € se obtin din ecuatia:

Oe
=0 Vk=23,...,L, 11.15
prn (11.15)
ecuatie care, tinand cont de (4.9), se scrie:
2z, — yp_1) we(wg) — 2(zp — yp)*we(wy) = 0. (11.16)

Formula este valabild pentru orice lege de cuantizare, adica pentru orice valori ale lui z; si y;.
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Dupa reduceri si rearanjarea termenilor, obtinem:

 Yk—1 T Yk
= LTIk

5 Vk=2,..., L. (11.17)

Pe de alta parte, valorile cuantizate y, ce minimizeaza eroarea patratica medie € se
obtin, la randul lor, din ecuatia:

Oe
= =0 Vk=2,3,...,L, 11.18
Oy, ( )
care este echivalenta cu:
Th+1
-2 / (x — yp)we(x)de = 0. (11.19)
Tk

Prin rearanjarea termenilor, obtinem valorile finale ale lui yy:

Th41
[ zwe(z)de

Tk

| we(z)de
Tk
Tinand cont de relatia (3.10]), putem scrie expresia valorilor cuantizate optimale sub

forma:
o0

w= [ ogncecn(@)de = Ela <€ < ni) (11.21)

— 00

Relatiile (11.17)) si (11.20]) formeaza sistemul de ecuatii Lloyd-Max, care este un sistem

neliniar de 2L—1 ecuatii cu 2L—1 necunoscute prin a carui rezolvare se determina pragurile
de cuantizare si valorile cuantizate ce minimizeaza eroarea patratica medie de cuantizare.

Sa mai spunem ca, in general, nu exista o solutie analitica a sistemului Lloyd-Max,
si ca aceasta se afla, in general, prin metode numerice. Totusi, dupa cum vom arata in
paragraful pentru cazul particular al unui numar de nivele de cuantizare L ridicat,
solutia sistemului Lloyd-Max poate fi data in mod analitic cu buna aproximatie.

Pentru moment, sa ne oprim asupra observatiei ca, in cazul in care semnalul de cuan-
tizat are o distributie uniforma in intervalul [£pnin, Emax], atunci, tindnd cont de ,
ecuatia (11.20]) se scrie:

Th41 L 9 Tr+1
x
f X {maxfgmin dx 2
o ey, Tt T 11.92
yk - Th41 Th4+1 2 : ( ‘ )
1
f gmax_gmin d.T X
Tk Ty

In continuare, (11.17)) devine:

Tp_1+Tk + Tp+Tri1

1= — 2t (11.23)
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care, prin operatii elementare, poate fi scrisa ca:

LTet1 — Tl = T — Tg—1 Vk:2,,L (1124)

Comparand (11.23)) cu (11.3)), rezulta ca, in cazul unei distributii uniforme a semnalului

de cuantizat, cuantizorul optimal este chiar cel uniform.

11.4 Compandarea

Problema pe care ne-o punem este de a implementa cuantizarea optimala folosind un
dispozitiv fizic de cuantizare uniforma. Trebuie, deci, gasita o functie f(x), astfel incat
prin succesiunea de operatii

e transformare:

n(n) = f(&(n)) (11.25)
e cuantizare uniformas:
n(n) = Qn(n)) (11.26)
cu @ dat de si (11.6),
e transformare inversa: '
£(n) = f(0(n)) (11.27)

sa se obtina o cuantizare optimala a semnalului {(n). Datorita faptului ca alura functiei f
rezultate pentru majoritatea distributiilor intalnite in practica este aceea a unei functii de
compresie a gamei semnalului (vezi figura , si deci, implicit, functia f~! realizeaza o
expandare, tehnica poarta numele de compandare, termen ce provine din prescurtarea sin-
tagmei compresie—expandare. Schema bloc a cuantizarii prin compandare este prezentata

in figura (11.4).

& ) n Cuantizare n g
Compresie uniforma Expandare

f() Q,0) 170

Figura 11.4: Cuantizarea prin “compandare”.

Cat despre determinarea functiei f(x), ne vom margini la a da expresia sa aproxi-
mativa, obtinuta in ipoteza unui numar de nivele L suficient de mare ca densitatea de
probabilitate we sa poata fi considerata aproximativ constanta pe orice interval de cuan-
tizare:

we(z) L?/ const = we(yx) Vo € [, vp11), VE=1,..., L. (11.28)
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f(x)

max

X
émin

gmax

min

Figura 11.5: Forma functiei de “compresie” din relatia (11.29)) pentru o distributie we
de tip Gauss.

In aceastd ipoteza, functia f(x) poate fi aproximata cu:

J e, [we(w)]5du
Emax

S [ () Fdu

f(@) = (€max — &min) + Emin- (11.29)

Calculul ce permite deducerea relatiei este prezentat in referinta [9]. In
ﬁgura este prezentata forma functiei f(z) pentru o distributie we gaussiana. Se poate
observa forma functiei, avand o panta ce scade spre extreme, ceea ce justifica denumirea
de functie de “compresie”.
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Capitolul 12

Aplicatii in prelucrarea si analiza
imaginilor

12.1 Introducere

Unul dintre domeniile cu aplicatii dintre cele mai spectaculoase ale teoriei si modelelor
statistice prezentate in capitolele anterioare este prelucrarea si analiza digitala a imagi-
nilor. Imaginile, in acceptiunea cea mai simpla, sunt semnale bidimensionale — functii
dependente de doua variabile a caror semnificatie este de coordonate spatiale. Valo-
rile unei imagini provin din achizitia din scena reala a unei marimi fizice de interes de
catre un senzor adaptat corespunzator. Reprezentarea digitala a imaginilor inseamna
reprezentarea valorilor acestora intr-o forma utilizabila direct de catre un calculator di-
gital, deci o reprezentare cu un numar finit de biti, ce rezulta in urma esantionarii si
cuantizarii'| semnalului continuu preluat de senzor.

Deci, pentru o imagine digitala, valorile posibile sunt in numar finit (in general cores-
punzand reprezentarii valorilor cuantizate ca intregi, printr-un numar fixat de biti), iar
variabilele ce corespund suportului spatial (coordonatele in spatiul imaginii, sau variabilele
de care depinde functia imagine) au la randul lor valori discrete.

Putem deci considera in cazul cel mai simplu ca o imagine digitala este o matrice
(sau tablou) in care sunt inscrise valorile functiei imagine. Fiecare element al acestei
matrici, deci o celula situata la intersectia unei linii gi a unei coloane date, se numeste
pixel (termenul folosit in limba roméana fiind identic cu cel folosit in limba engleza, unde
provine din contragerea termenilor picture element — element de imagine). Asadar, o
imagine digitala este alcatuita din pixeli, fiecare pixel fiind caracterizat de o anumita
pozitie (coordonate de linie si de coloana corespunzatoare plasamentului sau in matricea
imagine) si de o anumita valoard?]

'De cele mai multe ori cuantizarea este uniformé, numarul suficient de mare de nivele de cuantizare
asigurand precizia necesara (eroarea suficient de mica) de reprezentare.

2Intereseaza de asemenea forma pixelului (evident patratd in exemplificarea de mai sus, dar putand
avea gi alte forme — de exemplu hexagonald — in aplicatii mai complexe).
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In covarsitoarea majoritate a aplicatiilor, imaginile sunt de natura vizuala, cores-
punzand masurarii in scena reala a unei intensitati medii a radiatiei electromagnetice
din domeniul spectral vizibil — luminanta. Imaginea rezultanta corespunde unei imagini
fotografice alb-negru (sau unei imagini de televiziune alb-negru); valorile pixelilor codeaza
(reprezinta) luminozitatea punctelor corespunzatoare din scena, intre o valoare minima
nula, ce corespunde tonului celui mai intunecat (negru) si o valoare maxima M — 1,
determinata de numarul de biti folositi pentru reprezentarea binara a valorilor (M = 27),
ce corespunde tonului celui mai deschis sau stralucitor (alb). Imaginea se numeste cu
nivele (sau tonuri) de gri. S-a demonstrat ca pentru aplicatii de tipul transmisiei de
televiziune sunt suficiente M = 256 de nivele de gri (si deci o reprezentare digitala pe
B = 8 biti) pentru a asigura o perceptie vizuala de calitate suficienta.

Figura 12.1: Imagini de luminanta, cuantizate cu 256 nivele de gri: imagine naturala si
fragment dintr-o radiografie de calcaneu.

Odata ce imaginea a fost achizitionata din scena si a fost esantionata si cuantizata
(deci reprezentata in forma digitald) multimea de valori ale pixelilor poate fi stocata si
prelucrata de un sistem digital de calcul. Succesiunea de operatii prin care se poate
modifica aspectul vizual sau forma de codare a imaginii sau prin care se pot extrage
caracteristici de interes necesare luarii unor decizii formeaza obiectul prelucrarii si analizei
imaginilor.

Ca si in cazul semnalelor unidimensionale, o buna parte din tehnicile de prelucrare si
analiza a imaginilor sunt bazate pe abordarea statistica, abordare ce presupune consider-
area unei imagini ca fiind o realizare particulara a unui semnal aleator cu suport bidimen-
sional (numit camp aleator) care este caracterizat de marimi statistice. In multe cazuri,
din cauza faptului ca nu dispunem de suficient de multe imagini apartinand aceleiasi
clase, trebuie sa facem ipoteza de ergodicitate a campului aleator, ipoteza ce permite
determinarea marimilor respective pe baza valorilor pixelilor dintr-o singura imagine.

Marimea statistica cel mai des folosita este densitatea de probabilitate de ordinul
unu a campului aleator. Datorita discretizarii valorilor pixelilor din imagine, dupa cum
am ardtat in paragraful [3.4] densitatea de probabilitate cautata este nuld peste tot cu
exceptia punctelor ce corespund valorilor cuantizate ale pixelilor, {0,1,..., M — 1}. In
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aceste puncte, functia de densitate de probabilitate acumuleaza probabilitatile de aparitie
ale valorilor corespunzatoare, probabilitati ce trebuie estimate conform . In ipoteza
ca valorile pixelilor dintr-o imagine sunt independente statistic, atunci respectivele prob-
abilitati pot fi estimate folosind valorile pixelilor din imagine. Functia rezultata, care are
semnificatia de densitate de probabilitate de ordinul unu determinata experimental, se
numeste histograma imaginii, si este data de:

Lx(C

unde N; este numarul de pixeli din imagine ce au nivelul de gri ¢, iar L si C reprezinta

h(i) i=0,1,...,M—1, (12.1)

dimensiunile imaginii (respectiv numarul de linii si de coloane ale matricii imagine).
Evident, dupa modul in care a fost definita, histograma oricarei imagini verifica
conditia de normare:

(i) = 1. (12.2)

ceea ce este normal, fiind vorba de o functie asimilabila unei densitati de probabilitate.
In figura sunt prezentate histogramele imaginilor din figura m
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Figura 12.2: Histogramele imaginilor din figura[12.1l Abscisele i ale graficelor reprezinta
nivelul de gri, iar ordonatele h(i) sunt probabilitatile de aparitie a nivelelor de gri 7.
Graficele au fost reprezentate presupunand variatia continua a nivelelor de gri.

Histograma imaginii ofera informatii asupra continutului acesteia: gama de variatie
a valorilor, calitatea perceptuala a imaginilor, numarul de tipuri de obiecte continute in
scena. Fiind insa o distributie de ordinul unu, histograma nu descrie agezarea spatiala a
valorilor pixelilor, fiind astfel posibil ca imagini cu continut vizual extrem de diferit sa fie
descrise de histograme asemanatoare.

In cele ce urmeazi vom prezenta cateva metode ce utilizeazd histograma imaginii
(deci densitatea de probabilitate de ordinul unu a valorilor pixelilor) pentru realizarea
imbunatatirii imaginii si a segmentarii (binarizarii) imaginii.
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12.2 Imbunititirea imaginilor

imbunétégirea imaginilor este o sintagma generala ce se refera la o clasa larga de operatii
al caror scop este marirea vizibilitatii componentelor (sau partilor) imaginii, in sensul
perceptiei vizuale umane. Ca urmare, criteriile de evaluare ale calitatii unei imagini vor
fi subiective (depinzand de utilizatorul imaginii) si specifice aplicatiei din care provine
imaginea. Se poate face analogia operatiilor de imbunatatire a imaginilor cu reglajul
tonalitatii muzicii ascultate; astfel, in functie de ascultator, se pot favoriza componentele
inalte sau joase, sau nici unele. In principiu imbunatatirea imaginilor se poate face fara
a lua in considerare nici o informatie asupra imaginii originale sau asupra procesului de
degradare care a determinat ca imaginea data sa necesite o imbunatatire. Conform acestui
punct de vedere chiar gi o imagine originala (nedegradata) poate fi imbunatatita, obtinand
o imagine falsificata (in sensul diferentelor fata de original), dar subiectiv preferabila (un
contrast mai mare, muchii si frontiere mai accentuate, regiuni uniforme mai netede).

Prin imbunatatire, unei imagini nu i se adauga nici o informatie noua fata de cea
existenta initial; continutul original este insa prezentat diferit. Desi la o examinare su-
perficiala afirmatia este corecta, putem gasi macar doud obiectii (sau contraexemple) la
aceasta formulare:

e din punctul de vedere al utilizatorului, informatia, chiar daca exista, nu poate fi
folosita, deci este asimilabil nula. Acesta este cazul imaginilor obtinute in conditii
extreme de iluminare, ce prezinta un contrast foarte slab (imagini subexpuse sau
supraexpuse);

e din punctul de vedere al teoriei informatiei, informatia din imagine poate fi asimilata
entropiei procesului aleator ale carui realizari particulare sunt valorile de gri ale
pixelilor; entropia se modifica insa la orice transformare ce afecteaza distributia
nivelelor de gri din imagine.

12.2.1 Egalizarea de histograma

Majoritatea imaginilor prezinta o distributie neuniforma a nivelelor de gri — in orice ima-
gine exista nivele de gri predominante gi exista nivele de gri putin prezente sau absente.
Operatiile de imbunatatire a imaginilor (pentru imbunatatirea perceptiei vizuale) au ca
scop redistribuirea nivelelor de gri din imagine, astfel incat acestea sa ocupe intreaga
gama de de valori disponibile [0, M — 1]. Daca se impune conditia ca noua distributie a
nivelelor de gri sa fie uniforma, operatia ce realizeaza aceasta cerinta se numeste egalizare
de histograma.

Scopul egalizarii de histograma este deci obtinerea unei distributii uniforme a nivelelor
de gri; imaginea rezultata va prezenta cea mai mare imbunatatire a contrastului, contrast
distribuit regulat in intreaga gama de valori posibile a nivelelor de gri. Din punct de
vedere matematic, egalizarea de histograma inseamna transformarea unei distributii oare-
cari (descrisa de histograma imaginii initiale) intr-o distributie uniforma. Implementarea
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egalizarii de histograma presupune deci determinarea acestei functii scalare de o variabila
(care modifica valorile nivelelor de gri).

Dupé cum s-a ardtat in exemplul de la pagina [27] pentru orice variabild aleatoare
(avand deci orice distributie) functia sa de repartitie o transforma intr-o variabila aleatoare
distribuita uniform in intervalul [0, 1]. In ceea ce priveste functia de repartitie de ordinul
unu al imaginii, aceasta se calculeaza, conform proprietatii [2[ a densitatilor de probabili-
tate, dupa relatia:

H(z’):i:h(j) i=0,1,...,M—1. (12.3)

si se numeste histograma cumulativa .

Astfel, egalizarea de histograma se obtine modificand valoarea fiecarui pixel din ima-
gine printr-o functie ce se obtine prin rescalarea valorilor histogramei cumulative a ima-
ginii din intervalul [0,1] in toata gama de nivele de gri ale imaginii, [0, M — 1].
Rezumand, putem scrie expresia functiei de realocare a nivelelor de gri F'(i) cu care se
implementeaza operatia de egalizare de histograma ca:

F(i) = {Hl(i)_;lt[[égmw — 1)J . i=0,1,..M—1. (12.4)

unde cu |-| am notat operatorul de rotunjire la cel mai apropiat intreg. Figurile
prezinta efectul egalizarii de histograma asupra unor imagini naturale.

Egalizarea de histograma este deci o metoda automata (nu necesita stabilirea de
parametri) si adaptiva de imbunatatire a aspectului vizual al imaginilor. Discutia asupra
limitarilor i deficientelor acestei metode depaseste insa cadrul acestui material — citi-
torul interesat fiind invitat a se referi la un curs dedicat prelucrarii si analizei imaginilor,
precum [6].

12.3 Segmentarea imaginilor

Operatia de segmentareﬂ urmareste extragerea din imagine a zonelor (regiunilor) ocupate
de diferitele obiecte prezente in scena. Un obiect se defineste ca o entitate caracterizata de
un set de parametri ale caror valori nu se modifica in diferitele puncte ce apartin entitatii
considerate. Mai simplu, putem spune ca obiectul are proprietatea de uniformitate a
parametrilor de definitie.

Unul dintre cei mai simpli parametri de definitie este chiar nivelul de gri. Dupa cum
am mentionat, nivelul de gri corespunde in scena unei proprietati fizice ce este preluata
de senzorul de imagine. In acest caz, histograma imaginii reflecta distributia in scena
a proprietatii fizice inregistrate. Daca nivelul de gri (respectiv proprietatea fizica pe
care acesta o reprezinta) caracterizeaza in mod suficient obiectele din scena, histograma
imaginii va prezenta o structura de moduri dominante - intervale disjuncte de nivele de

3In acest material ne vom referi numai la metode de segmentare zise “orientate pe regiuni” si nu la
extragerea contururilor obiectelor din imagini.
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Figura 12.3: Coloana din stanga: imagini cu nivele de gri; coloana din dreapta: imagini
dupa egalizarea de histograma.

gri ce apar cu probabilitate mai mare. Fiecare asemenea mod (maxim al histogramei) va
reprezenta o anumita categorie de obiecte gi vom numi “clasa” intervalul de nivele de gri
alocat unui anume tip de obiect.

Ca exemple imediate putem mentiona imaginile obtinute prin scanarea documentelor
scrise si a tipariturilor (folosite de programe de tip OCR - Optical Character Recognition),
imaginile in infrarogu (nivelul de gri al unui pixel este asociat temperaturii punctului
respectiv, astfel incat “mai alb” are semnificatia de “mai cald”) sau imaginile in care
exista o categorie de obiecte de interes si un fundal uniform. Pentru toate aceste tipuri
de imagini histograma este de tipul celei prezentate in figura In general, imaginile
reale (zise naturale) nu prezinta o asemenea structura clara de moduri (dupa cum arata
si exemplele din figura .

Segmentarea pe histograma (numita si praguire sau thresholding) urmareste deter-



12.3. Segmentarea imaginilor 159

0.03

0.025¢

0.02r

0.015¢

0.01r

0.005¢

0 50 100 150 200 250 300

Figura 12.4: Exemplu de imagine cu nivele de gri avand o histograma bimodala, cu
moduri bine separate.

minarea unor nivele de gri ce separa modurile histogramei. Apoi, tuturor punctelor din
imagine al caror nivel de gri corespunde aceluiasi mod, li se asociaza o eticheta comuna,
a carei semnificatie este de apartenenta a punctului la obiectul respectiv. Pentru e-
xemplele prezentate anterior, problema este una de segmentare in doua clase (respectiv
impartirea pixelilor imaginii in caractere scrise/zone albe, obiecte fierbinti/obiecte reci,
obiect /fundal) operatie ce necesita determinarea unui singur nivel de gri de separatie T,
numit prag de segmentare. Acest prag de segmentare poate fi ales pe minimul histogramei
ce separa modurile acesteia (daca separatia este evidenta). Astfel, pornind de la imaginea
initiala f, imaginea etichetata ¢ va fi data de:

Ey daca 0 < f(m,n) <T

glm.n) = { Ey dacaT < f(m,n) < M (12.5)

Imaginea etichetata g — rezultatul transformarii — va fi descrisa de cele doua etichete:
eticheta Ejy pentru punctele al caror nivel de gri este mai mic decat pragul 7T si eticheta
E; pentru punctele al caror nivel de gri este mai mare decat pragul 7. Etichetele Ej si
E; pot fi valori numerice (0 si 1, sau 0 gi 255) sau pot fi siruri de simboluri. Acest tip de
segmentare se numeste binarizare, intrucat imaginea rezultat este caracterizata de numai
doua valori.

In cazul general al existentei mai multor obiecte in imagine, trebuie ales un numar
corespunzator de praguri de segmentare Ty, segmentarea fiind descrisa de:

g(m,n) = Ej daca Ty, < f(m,n) < Ty (12.6)

unde 7o = 0, Tc = M si k = 0,1,...,C — 1. Pragurile T}, pot fi alese manual, prin
inspectia histogramei, in minimele locale ale acesteia.

Una din cerintele de baza in majoritatea aplicatiilor din prelucrarile de imagine este
ca acestea sa lucreze in mod automat, fara interventia din exterior a utilizatorului (care
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Figura 12.5: Imagini segmentate (binarizate): stanga — varianta binarizata cu un prag
T = 110 a imaginii cu nivele de gri din figura [12.4} dreapta — varianta binarizata cu un
prag T = 190 a imaginii cu nivele de gri din figura [12.3]d. Eticheta Ej este reprezentata
cu negru, iar eticheta F; este reprezentata cu alb.

nu este, in general, de specialitate). Se pune, deci, problema alegerii automate a pragu-
lui(urilor) de segmentare T}, pe baza analizei automate a histogramei imaginii i a even-
tualelor cunogtinte a priori asupra continutului imaginilor. In paragrafele urmatoare, vom
prezenta doua abordari posibile pentru binarizarea automata a unei imagini.

12.3.1 Segmentarea imaginilor ca problema de cuantizare

Dupé cum am aratat in capitolul [11]} cuantizarea unor valori implica inlocuirea valo-
rilor respective cu cea mai apropiata valoare dintr-o multime finita de valori (multimea
valorilor cuantizate). Operatia de cuantizare este o aproximare a valorilor initiale prin val-
orile cuantizate, mai exact, aproximarea tuturor valorilor cuprinse in intervalul (z;, ;1]
cu valoarea cuantizata y;. In cuantizarea optimald Lloyd-Max (prezentatd in paragra-
ful valorile cuantizate si intervalele de cuantizare sunt determinate astfel incat media
patratica a erorii induse de aproximarea valorilor initiale cu cele cuantizate sa fie minima
pentru un numar de nivele de cuantizare dat.

Dupd cum s-a demonstrat (v. relatia (11.21))), valorile cuantizate care minimizeaza
eroarea patratica medie de aproximare sunt mediile statistice ale valorilor din intervalul
de cuantizare respectiv. Altfel spus, cuantizarea optimala inseamna alegerea intervalelor
de cuantizare sunt astfel incat valorile din fiecare interval sa fie cat mai apropiate de media
lor, adica varianta valorilor din fiecare interval de cuantizare sa fie minima. Eroarea de
cuantizare va fi atunci varianta medie corespunzatoare tuturor intervalelor de cuantizare
alese. Intr-adevir, inlocuind (11.21)) in (11.14) putem scrie eroarea patratica medie ca:
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In calculul de mai sus am folosit rezultatul .

In cazul binarizérii, problema (care fusese initial formulata doar ca alegere a pragului
de segmentare T' care separa modurile histogramei ce corespund celor doua obiecte din
imagine) poate fi reformulata in sensul cuantizarii astfel: dorim cuantizarea optimala a
valorilor pixelilor imaginii cu L. = 2 nivele, ceea ce revine la determinarea pragului 7’
astfel incat prin impartirea gamei de nivele de gri disponibile [0, M — 1] in doua subinter-
vale, [0,T] si [T, M — 1], si prin aproximarea fiecarui pixel dintr-un subinterval cu media
acestuia, eroarea patratica medie sa fie minima. Astfel, conform , pragul T' cu care
facem binarizarea trebuie sa minimizeze expresia:

e = Pyop + Pio?, (12.8)
unde F, si P; sunt probabilitatile ca nivelul de gri al unui pixel sa apartina intervalelor

[0,T — 1], respectiv [T, M — 1]

Py = z_: h(i), (12.9a)

M—1
Pi=> h=1-hR, (12.9b)
i=T
iar o3 si 07 sunt variantele nivelelor de gri corespunzétoare acelorasi intervale:
T—1 T—1 2
> ih(i) > ih(i)
="t | — |, (12.10a)
> h(i) > h(z)
i=0 i=0
M-—1 M-1 2
> ) (% i)
o7 = =L — | =L : (12.10b)

Wy | S hG)

=T i=T
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Acest mod de definire a binarizarii este cunoscut in domeniul prelucrarii gi analizei
imaginilor drept metoda de segmentare Otsu.

Dupa cum am aratat, pragul cautat 1" este media aritmetica a mediilor statistice ale
valorilor de cuantizat din cele doua intervale de cuantizare alese; tinand seama ca nivelele
de gri din imagine sunt (deja) valori discrete, expresia se poate scrie ca:

) %1zh(z) El ih(i)
T=5| o+ . (12.11)
2. h() 2 h(i)
=0 i=T

Aceasta ecuatie nu se poate rezolva analitic. Putem gasi totusi valoarea T' cautata,
care minimizeaza pe ([12.8) calculand valorile unei forme modificate ale functiei ((12.8))
pentru toate valorile posibile ale lui 7" € {0,1,..., M — 1}. Pentru aceasta, se poate
rescrie ca:

M-1
€= Z (i) — (Poptg + Pupi3) - (12.12)
=0

Minimizarea lui (12.8)) revine la maximizarea lui Pyud + Pyu?, cu po si 1 mediile nivelelor
de gri pe cele doua intervale. O simplificare a calculului se poate obtine prin considerarea
relatiilor iterative prin care mediile gi probabilitatile de aparitie pe intervale, calculate
pentru pragul 7"+ 1 depind de aceleasi marimi calculate pentru pragul imediat anterior,
T. De exemplu avem:

Po(T+1)=Py(T)+ h(T+1) (12.13)

Relatii analoage exista pentru marimile Py si p;.

12.3.2 Segmentarea imaginilor ca problema de decizie

Binarizarea unei imagini cu nivele de gri poate fi interpretata si ca o problema de decizie
— trebuie hotarata clasa (tipul de obiect) careia 1i apartine fiecare punct din imagine.
Decizia se reduce, desigur, la calculul pragului de segmentare 7T', cu care se compara
nivelele de gri ale pixelilor din imagine, astfel incat clasificarea pixelilor in clase sa fie cat
mai corecta din punctul de vedere al unui criteriu de eroare. Pragul astfel determinat
va fi optim in sensul criteriului de eroare folosit, segmentarea numindu-se segmentare cu
prag optim.

In cazul binarizdrii trebuie determinat deci un unic prag T' ce separa modurile din
histograma ce corespund celor doua obiecte din imagine: obiecte Oy, caracterizate de
nivele de gri mai mici decat pragul 7', si obiecte Oy, ale caror nivele de gri sunt mai mari
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decat pragul T'. Binarizarea se poate formula intr-un cadru specific proceselor de decizie,
considerand ca pentru fiecare pixel al imaginii se ia decizia Dy (respectiv se decide ca
pixelul apartine unui obiect Op) daca nivelul sau de gri este mai mic decat pragul T', sau
decizia D; (pixelul apartine unui obiect de tip O;) daca nivelul de gri al pixelului este
mai mare decat pragul 7. Dupa cum se poate remarca, observatia pe baza careia luam
decizia este un scalar, si anume nivelul de gri al pixelului respectiv.

Criteriul ce se urmareste optimizat este minimizarea probabilitatii de clasificare
eronata a punctelor din imagine. Presupunand cunoscute functiile de densitate de pro-
babilitate a nivelelor de gri ce descriu fiecare dintre cele doua tipuri de componente din
imagine, wy(4) si wy (i) si probabilitatile lor de aparitie in imagine, Py si P;, putem exprima
probabilitatea de clasificare eronata ca:

—+o00 T
Pp(T) = P()/ wo(x)d:U—I—Pl/ wy (z)dx (12.15)
T —00
P(D1]0o) P(Do|0O1)

In mod evident se presupune ca cele doua tipuri de obiecte ocupa complet imaginea
(Py + P, = 1). Histograma imaginii (adica distributia nivelelor de gri la nivelul intregii
imagini) este evident mixtura distributiilor individuale ale celor doua tipuri de obiecte si
se poate scrie ca:

Figura [12.6] prezinta o ilustrare grafica a erorii.
Pragul optim va minimiza eroarea de segmentare a pixelilor. Minimizarea erorii ([12.15|)
conduce la rezolvarea ecuatiei in necunoscuta 71"

OPg(T)
— =0 12.17
3T : (12.17)
ceea ce conduce la relatia:
— Pywo(T') + Prun (T') = 0, (12.18)
ce poate fi rescrisa ca:
U)l(T) PO
= —. 12.19
wo(T) P1 ( )

Forma se poate compara cu forma finala a criteriului de decizie Bayes data
de . Constatam astfel ca ne aflam intr-un cadru de alegere simetrica a costurilor
de decizie (ambele erori de decizie au acelasi cost, ambele decizii corecte au acelasi cost),
astfel incat pragul testului Bayes este dat de raportul probabilitatilor a priori de aparitie
a celor doua tipuri de obiecte.

Presupunerea ca distributia nivelelor de gri a diferitelor tipuri de obiecte este de tip
normal (Gaussian) este relativ des intalniti. In aceste conditii, distributiile w () si wy (z)
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h(i)

Figura 12.6: Eroarea de clasificare corespunzatoare separarii a doua moduri Gaussiene
prin pragul 7' corespunde ariei hagurate din figura. Histograma imaginii, data de ((12.16)),
este figurata cu linie punctata.

sunt distributii normale, N'(mq, og) si N'(my,01), iar ecuatia (12.19)) devine:

L_ex [—#(Tfml)z]
o1v/2n P 207 B

(12.20)

1 (T-mo)2| P
vz OXP [_ 202 ] !

Prin logaritmare, se obtine o ecuatie de gradul doi prin a carei rezolvare se determina
pragul necunoscut 7"
1 1 mog m m2  m? Pyo
T2(—2——2)—2T<—§——;>+<—§——;>—2ln—°—1:o. (12.21)
o5 03 o5 0] o5 O] P oy
Pentru cazul particular og = o ot o, ecuatia ((12.21]) devine o ecuatie de gradul unu,
a carei solutie este:
mo+m o P
oMot In =2 (12.22)
2 mo — My P1
Metoda se poate extinde i pentru imagini ce contin mai mult de doua tipuri de obiecte;

in acest caz este insa necesara o presupunere suplimentara de localizare a modurilor, asfel
incat sa se poata considera ca influenta fiecarui mod este limitata la intervale nesuprapuse
de nivele de gri si deci eroarea de clasificare a pixelilor imaginii se va referi doar la perechi
de moduri vecine.

12.4 Compresia imaginilor cu transformate

Compresia imaginilor inseamna reprezentarea acestora intr-o forma simplificata, care
necesita un spatiu mai mic de stocare sau o durata mai mica de transmisie. Dorim
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reprezentarea aceluiagi continut vizual intr-o forma mai compacta; noua reprezentare tre-
buie s& permita refacerea identica (sau aproape identica) a continutului imaginii initiale —
vom spune ca avem de-a face, in cele doua cazuri, cu o compresie fara pierderi (respectiv
cu pierderi).

Posibilitatea de a stoca/transmite datele comprimat provine din redundanta existenta
in succesiunea valorilor semnalului ce se comprima/ compacteaza/ codeaza, redundanta
ce are doua cauze:

e Semnalele reale sunt corelate, ceea ce este echivalent cu faptul ca valori apropiate
ale semnalului depind una de alta. Astfel, prin codarea fiecarei valori independent
de valorile alatuate se induce in semnal o redundanta care este cu atat mai mare cu
cat corelatia este mai puternica.

e Pentru majoritatea semnalelor, valorile acestora nu au o distributie uniforma: anu-
mite valori sunt mai probabile decat altele, fapt de care nu se tine in general cont,
toate esantioanele semnalului fiind codate cu acelagi numar de biti, desi, dupa cum
se gtie din teoria codarii, prin alocarea unui cod mai scurt valorilor mai probabile se
poate reduce cantitatea globala de date necesare pentru stocarea intregului semnal.

Dintre tehnicile de baza de compresie bazate pe exploatarea corelatiei din semnale, cele
mai comune sunt compresia cu transformate (discutata in capitolul si cea predictiva
(mentionata in capitolul @ﬁ Pentru eliminarea celei de-a doua cauze a redundantei, se
foloseste codarea entropica, de tip Huffman.

Eficienta unei metode de compresie se masoara prin doi parametri: raportul de com-
presie, care este un indicator al reducerii cantitatii de informatie necesare pentru stocarea
imaginii, si factorul de calitate, care este o masura a reducerii calitatii imaginii induse de
compresie. Ca in multe alte probleme ingineresti, cele doua cerinte sunt antagoniste (cu
cat raportul de compresie este mai mare, cu atat factorul de calitate este mai scazut, si
vice-versa) proiectarea metodelor de compresie trebuind sa asigure un compromis rezon-
abil intre cele doua.

Imaginile, in general, sunt semnale caracterizate de o corelatie foarte puternica intre
valori vecine. Acest fapt se datoreaza existentei, In majoritatea imaginilor naturale, a
unor zone uniforme extinse, zone caracterizate de valori similare ale pixelilor. Astfel, este
de agteptat de la o metoda de compresie de imagini o reducere semnificativa a cantitatii
de date, pentru factori de calitate mari.

Standardul de compresie JPEG, pe care-l1 vom prezenta schematic in continuare, face
apel la toate tipurile de metode de compresie mentionate mai sus (cu transformate, pre-
dictiva, entropica)

Compresia cu transformate a imaginilor se bazeaza pe proprietatile de conservare si
compactare a energiei (si, implicit, de decorelare a componentelor) pe care le prezinta
majoritatea transformarilor unitare discutate n capitolul [I0] Atéata vreme cat cea mai

4Pentru imagini existd multe alte tehnici specifice de compresie, dintre care citim cuantizarea vecto-
riala, compresia cu fractali etc.
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mare parte a energiei este distribuita dupa transformarea valorilor originale ale imaginii in
numai cateva componente transformate, toate celelalte valori transformate pot fi ignorate;
astfel memoria necesara reprezentarii este mult mai mica. Aplicarea practica a compresiei
cu transformate are deci in vedere trei aspecte: alegerea transformatei bidimensionale,
stabilirea numarului de valori ce se pastreaza i, in fine, cuantizarea acestora.

Dupa cum am discutat, exista impedimente de ordin practic pentru utilizarea transfor-
matei optimale Karhunen-Loeve, drept pentru care in practica se folosesc aproximari ale
acesteia. In conditiile in care majoritatea imaginilor naturale pot fi aproximate printr-un
model Markov de ordin unu puternic corelat (exprimand dependenta puternica a valorii
pixelilor de valorile vecinilor lor imediati), transformata cosinus discreta (prezentata pen-
tru cazul unidimensional in paragraful s-a dovedit cea mai buna alegere si a fost
adoptata de standardul de compresie J PEGE Transformarea cosinus discreta a unei ima-
gini (deci bidimensionala) se reduce la aplicarea succesiva a transformarii unidimensionale
pe fiecare dintre liniile imaginii si apoi pe fiecare coloana a matricii rezultate intermediar
(pentru mai multe detalii vezi referinta [0]).

Standardul de compresie JPEGﬁ (identificat de figiere imagine cu extensia .jpg sau
.jpeg) a fost definit in 1992 (ISO/ IEC 10928-1, ITU-T Rec. T-81). Imaginea este di-
vizata in blocuri adiacente de 8 x 8 pixeli, iar fiecarui bloc i se aplica o transformata
cosinus bidimensionaléﬂ Cei 64 de coeficienti ai transformarii sunt aranjati intr-un sir
unidimensional prin baleierea elementelor matricii de 8 x 8 elemente intr-o ordine presta-
bilita (un zig-zag pe diagonale paralele cu diagonala secundara) care face ca valorile cele
mai semnificative cantitativ sa ocupe primele pozitii in vectorul rezultant. Coeficientii
sunt apoi cuantizati cu pasi de cuantizare diferiti in functie de pozitia lor in sir, pasi
prestabiliti prin standard. In mare, primele componente sunt cuantizate cu o precizie
mai mare (deci cu un pas de cuantizare mai mic), in timp ultimele componente (cele
mai putin semnificative) sunt cuantizate grosier, cu cuante mari (ceea ce deseori duce la
anularea completa a acestora). Calitatea compresiei este data de calitatea cuantizarii,
intrucat pierderile totale introduse de compresia JPEG provin numai din cuantizarea va-
lorilor transformate. Calitatea compresiei poate fi reglata de utilizator prin setarea unui
factor de calitate () care este un scalar cu valori intre 1 gi 100 cu care se scaleaza valorile
pasilor de cuantizare standardizate. In mod evident pentru () = 1 se obtine calitatea cea
mai buna (gi compresia minima), in timp ce pentru ¢) — 100 se obtine calitatea cea mai
slaba (si compresia maxima). In figura este prezentat rezultatul compresiei aceleiagi
imagini prin standardul JPEG pentru doua valori ale factorului de calitate.

In continuare, valorile transformate si cuantizate ce corespund primei pozitii din fiecare
bloc de imagine (corespunzand valorii medii a nivelelor de gri din blocul respectiv) sunt

5In standardul de compresie JPEG2000, transformata cosinus discreta a fost inlocuita cu transformata
wavelet, cu performante sporite

6 Acronim pentru Joint Photographic Experts Group

"Calculul transformatei pe blocuri in loc de intreaga imagine a fost dictat de ratiuni ce tin de com-
plexitatea algoritmului de codare si de obtinerea unei statistici a valorilor cat mai apropiate de modelul
markovian de ordinul unu.
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Figura 12.7: Variante de compresie JPEG a imaginii cu nivele de gri din figura [12.4}
imaginea din stanga este comprimata cu un factor de calitate mediu (@ = 75) la un raport
de compresie de 35:1, iar imaginea din dreapta este comprimata cu un factor de calitate
scazut (Q = 95) ce corespunde unui raport de compresie de 48:1.

codate predictiv printr-o tehnica de tip DPCM (acronim pentru Differential Pulse Code
Modulatio. In cele din urma, sirul unidimensional de valori rezultat prin concatenarea
vectorilor 64-dimensionali corespunzatori fiecarui bloc de imagine de dimensiune 8 x 8
este codat entropic printr-o tehnica de codare Huffman.

Factorii de compresie ce rezulta sunt cupringi in mod tipic intre 10 gi 100. Aspectul
de compresie cu pierderi (diferentele fata de imaginea originald) se manifesta prin efectul
de blocking: sublinierea frontierelor de separatie a blocurilor de baza (efect observabil si

in figura .

8Modulatia diferentiald a impulsurilor in cod este o tehnicd de codare predictivd simplificats a
valorilor unui semnal: in locul fiecirui esantion al semnalului este retinutd/transmisd diferenta intre
esantionul respectiv si cel anterior, ceea ce este echivalentul unui predictor de ordinul unu, caracterizat

de £(n+1) = £(n).



168 CAPITOLUL 12. APLICATII IN PRELUCRAREA SI ANALIZA IMAGINILOR




Anexa A

Impulsul Dirac

Sa presupunem functia f(x) avand expresia

B, daca r < x4
flz) =9 2By —z)+ By daciay <o <y . (A.1)
FEs daca x > xo

Graficul functiei f este prezentat in figura .(a). Derivata functiei, prezentata in
figura .(b), este nula pe intervalele pe care functia e constanta, si este constanta pe
intervalul pe care functia creste liniar:

o A2
BB dacd x1 <z < 29 (A-2)
xro—T1

0 daca r < xysauzx > x
f/(l’)_{ 1 2

Sa presupunem in continuare ca nivelele celor doua paliere ale functiei f(z), i anume
F si B sunt constante. In schimb, sa presupunem ca facem sa varieze limitele intervalului
de cregtere liniara a functiei, si anume x; si 5. Se observa ca indiferent de cat de apropiate
(sau indepartate) sunt x; si x5 una de cealalta, aria de sub graficul derivatei f’(x) a functiei
(aria hagurata in figura[A.1}(b)) este constantd, de valoare A = Ey — E.

f
f(X) (X) A=E_-E

E (E,~E )/(x,X,)

(a) (b)
Figura A.1: Functia f(z) si derivata ei.
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Consideram acum forma aceleiasi functii si a derivatei sale in cazul limita x, — 7. In
acest caz, functia f(z) efectueaza un salt brusc de la nivelul F; la E in punctul z; (v.
figura [A.2](a)). Pe misurd ce x, se apropie de zy, intervalul [z1, 25] se micgoreaza, dar
valoarea derivatei pe intervalul respectiv creste. La limita, derivata f'(z) capata o valoare
infinita, intr-un singur punct, dar continua sa aiba arie constanta. Cu alte cuvinte, cand
Ty — w1, In derivata functiei apare un impuls Dirac in punctul z; de arie Ey — Ey (v.

figura [A.2(b)).

0 f(x) (E,~E)8(x-x,)

Figura A.2: Functia f(z) si derivata ei in cazul limita xo — .

Rezulta din cele de mai sus ca impulsul Dirac, notat cu d(z), este un semnal avand
valoare infinita intr-un singur punctE], dar care are arie finita (aleasa prin conventie egala
cu unitatea):

oo dacaz =0
— A.
5(36) { 0 1In rest ( 3)
cu .
/ d(z)dx = 1. (A.4)

Referitor la impulsul Dirac, se poate demonstra urmatoarea relatie importanta:

/ F(@)5(x — ao)dar = / F(@)5(a — wo)de = f(wo) / 5z — zo)dz = flzg). (A.5)

(. J/
-~

1

Concluzia finala pe care o tragem in urma acestei expuneri este urmatoarea: daca o
functie prezinta un salt (are o discontinuitate) intr-un punct zy, atunci in derivata functiei,
in punctul zy va aparea un impuls Dirac de arie egala numeric cu amplitudinea saltului
efectuat de functie.

!Este evident ca din punct de vedere strict matematic, o astfel de definitie a unui semnal care ia valori
infinite este incorecta. Totusi, vom pastra definitia ca atare, intrucat ea ne permite sa eludam trecerea
la limita cand zo — 7 de fiecare data.
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