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Cuvant Tnainte

In tehnica electronica actuald, in care o mare parte a semnalelor este transferati in do-
meniul numeric (digital), procedeele de prelucrare digitala a semnalelor au o deosebita
importanta. Din aceasta perspectiva la formarea specialistilor din domeniul ingineriei
electronice si a telecomunicatiilor, dar si a celor de la spscializarile din domeniul de cal-
culatoare si tehnologia informatiei, planul de Invatamant prevede discipline sau module
de discipline, care au ca subiect prelucrarea digitala a semnalelor, care are abrevierea
bine cunoscuta DSP (Digital Signal Processing).

Indrumarul de laborator de fata se adreseaza in primul rand studentilor de la progra-
mele de studii ce apartin domeniilor sus-mentionate: Electronica aplicata, Tehnologii si
sisteme de telecomunicatii, Calculatoare, Tehnologia informatiei, Inginerie electrica si
calculatoare, toate fiind studii de licenta la Facultatea de Inginerie Electrica si Stiinta
Calculatoarelor, la Universitatea Transilvania din Brasov.

Lucrarile incluse in prezentul indrumar se desfasoara in mediul software Matlab.
Considerand ca studentii nu au avut ocazia sa cunoasca in prealabil acest mediu
software, prima lucrare (care poate avea o extensie elastica de 2-3 sedinte de laborator,
in functie de gradul de cunoastere si/sau de avansare a formatiei de lucru) constituie
o initiere de baza, daca este cazul o initiere mai avansata, In Matlab prin exercitii si
activitate individuala supravegheata.

In continuare lucrarile au cursivitatea de a parcurge cateva din cele mai importante
procedee de prelucrare digitala de semnale: esantionarea, cuantizarea, convolutia, co-
relatia, autocorelatia, analiza in frecventa a semnalelor (domeniul Z, DFT, FFT), filtre
digitale (analiza, sinteza). Lucrarile sunt concepute astfel incat studentii sa aiba po-
sibilitatea de a lucra individual, sa cunoasca gradual notiunile, sa aiba cate un scurt
breviar teoretic si sa Intocmeasca referatul de lucrarare.

Cu speranta ca indrumarul de laborator de fata va fi util (lucrarile de laborator
au fost rulate de mai multi ani), vom fi bucurosi sa primim observatii, sugestii de
imbunatatire pentru a creste gradul de impact si de profunzime a conostintelor ce
dorim a fi transmise studentilor.
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Lucrarea 1

Introducere in Matlab / Octave

Limbajul matlab este un limbaj de nivel inalt ce permite efectuarea calculelor mate-
matice fara a fi nevoie de implementarea algoritmilor de calcul Intr-un limbaj de nivel
jos. Limbajul matlab a fost creat de prof. Cleve B. Moler de la Universitatea din New
Mexico pentru a permite un access usor la bibliotecile de calcul matricial realizat in
Fortran. Limbajul matlab permite realizarea calculelor matriciale printr-o forma sim-
pla, apropiata de reprezentarea matematica [9], chiar si denumirea matlab provine din
MATrix LABoratory.

Limbajul matlab este un limbaj interpretat, avand nevoie de un interpretor pentru
efectuarea propriu-zisa a calculelor. Cel mai raspandit interpretor este suita de pro-
grame MATLAB, oferit de firma MathWorks', o suitd comerciald, care pe langa in-
terpretor ofera si o sumedenie de biblioteci (numite toolbox-uri) pentru o gama larga de
domenii, printre care si procesarea semnalelor sau a imaginilor. In afari de interpretor,
MATLAB integreaza si toate uneltele necesare pentru crearea si rularea programelor:
o interfata grafica usor de folosit, un editor dedicat, un spatiu de lucru care ofera toate
informatiile necesare despre datele folosite si interfete pentru afisarea rezultatelor si
interactiunea cu utilizatorul.

O varianta de interpretor matlab open-source este octave? oferit prin intermediul
proiectului GNU. Acest program este mai limitat decat varianta comerciala, mai ales
la capitolul de toolbox-uri oferite, existand totusi o serie de toolbox-uri realizate sub
licenta GPL colectionate prin proiectul octave-forge®. Nu exista nici mediu integrat
ca In cazul lui Matlab, avand nevoie de programe auxiliare, cum ar fi un editor de texte
de uz general pentru scrierea programelor sau gnuplot pentru afisarea rezultatelor.

Desi cele doud programe nu sunt 100% compatibile, marea majoritate a programelor
create Intr-unul din aceste programe pot fi rulate fara probleme si in celalalt. Diferentele
importante, cum ar fi dotarea cu mai multe cu toolbox-uri a Matlabului, se poate sesiza
numai in cazul problemelor specializate. Pentru realizarea lucrarilor de laborator din
acest Indrumar sunt suficiente toolbox-urile de procesare a semnalelor si imaginilor

Thttp: //www.mathworks.com
http://www.gnu.org/software/octave
3http://octave.sourceforge.net
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oferite de ambele variante de interpretor matlab.

1.1. Interpretarea programelor matlab

MATLAB este un program ce dispune de o interfata grafica care integreaza cateva
ferestre, printre care o fereastra Command Window, care ofera o linie de comanda
folosita pentru executarea scripturilor matlab. Octave pe de alta parte este un program
in linie de comanda ce poate fi executat intr-un terminal cu ajutorul comenzii octave,
dupa care prompterul terminalului va fi inlocuit cu unul similar cu acela din MATLAB.

Linia de comanda este caracterizata de un prompter care in cazul programului
MATLARB este de forma:

| >>
iar In cazul programului Octave:
‘octave:1>

In cele ce urmeaza acest prompter va fi indicat cu semnul:
‘»

Dupa acest prompter se pot introduce comenzile matlab. Comanda introdusa este
interpretata, dupa care este afisat raspunsul (daca este cazul). De exemplu, comanda
pwd va afisa calea catre directorul curent:

> pwd
ans =
/home/user

Rularea programelor matlab se face in directorul curent. De aceea directorul curent
trebuie schimbat la directorul de lucru al utilizatorului (in care se afla programele
matlab ale acestuia):

» cd dsp

> pwd

ans =
/home/user/dsp

Prin intermediul aceastei linii de comanda pot fi executate toate operatiile oferite de
limbajul matlab (care este un limbaj bazat pe linii de cod tocmai din aceasta cauza),
respectiv lansate programele scrise in limbajul matlab si stocate in fisiere aflate In
directorul curent.
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Pe langa aceasta linie de comanda, octave ofera si o integrare cu interpretorul de
comenzi din Linux (bash) prin posibilitatea rularii scripturilor care incep in forma
consacrata a scripturilor: #!/usr/bin/octave

Pentru a parasi mediul matlab se poate folosi comanda exit.

1.2. Variabile

Elementul de baza al operatiilor matlab este matricea, toate variabilele sunt considerate
ca fiind de tipul matrice. Un caz particular este cand matricea respectiva contine un
singur element, care poate fi considerat ca o valoare scalara. De asemenea, daca toate
dimensiunile unei matrici cu exceptia uneia sunt 1, atunci vorbim de un vector. Aceste
cazuri sunt tratate in mod special In anumite situatii: de exemplu vectorii permit
accesul la elementele lor prin precizarea unei singure pozitii (indiferent daca este un
vector rand sau un vector coloand), iar valorile scalare pot fi extinse in orice dimensiune
pentru a usura operatiile cu matrici.

Intern matlab lucreaza implicit cu valori de tip double (virgula mobila, dubla preci-
zie), dar in anumite conditii poate fi precizat un tip cu reprezentare pe mai putini biti
(Intreg reprezentat pe 8 sau 16 biti), care insa la efectuarea unei operatii va fi trans-
format automat la o valoare double. De asemenea daca rezultatul unei operatii este un
numar complex, variabila va fi transformata intr-o structura de tip complex, care are
doua valori double: partea reala si partea imaginara. Transformarile automate se fac
numai In directia cresterii preciziei, de aceea o varibila care a devenit de tip complex
va ramane de tip complex pe durata vietii (pana cand este stearsa sau suprascrisa).

Definirea unei variabile se face utilizans operatorul = :

10

Numele de variabila poate fi format din caracterele alfanumerice si _, pe prima pro-
zitie nefiind permise cifre. Dupa fiecare operatie, Matlab afiseaza rezultatul operatiei,
care in cazul atribuirii unei variabile este variabila insasi. Pentru a nu afisa rezultatul,
la sfarsitul comenzii trebuie adaugat operatorul ; :

‘>>y=2;

1.3. Operatori

Matlab cunoaste operatiile matematice de baza reprezentate cu simbolurile: + (adu-
nare), - (scadere), * (multiplicare), / (Impartire la stanga), \ (impartire la dreapta)

3
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respectiv = (ridicare la putere). Spatiile goale (spatiu sau tabulator) nu au influenta
asupra modul de interpretare a operatorilor. Exemplu de folosire:

» 142
ans =

3
» a

2.5 x 2 - 1

>
>

o o
]

32

Trebuie avut grija ca aceste operatii sunt definite implicit ca operatii matriciale, si
functioneaza ca operatori obisnuiti numai in cazul valorilor scalare.

Operatii cu matrici

Pentru operatii cu matricii mai sunt definiti urmatorii operatori: [1 si (). Operatorul
[1 permite crearea matricilor prin enumerarea elementelor acestora intre parantezele
patrate, inserand cate un spatiu intre valorile de pe aceasi linie si un caracter ; pentru
delimitarea liniilor.

Astfel, pentru a crea un vector de tip linie se foloseste comanda:

» vl = [1 2 3]
vl =
123

pentru crearea unui vector de tip coloana comanda:
» v2 = [1;1;1]

v2 =
1

iar pentru matrici multidimensionale:

»m = [1 2; 1 4]
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Un vector poate fi generat in mod automat folosind operatorul :. Aceasta va genera
o serie de valori, sintaxa fiind: valoare ?nceput : increment : valoare sfarsit. De exemplu:

13579

Daca incrementul nu este precizat atunci se considera valoarea implicita de 1:

1234

Pentru extragerea unui element al unei matrici se foloseste operatorului O:

» m(1,2)
ans =
2

In cazul in care operatorul () se foloseste pentru vectori cu mai multe elemente, rezul-
tatul va fi o matrice cu valorile din pozitiile combinate ale parametrilor:

» m(1,1:2)
ans =
1 2
» m([2 11, [2 1])
ans =
4 1
2 1

Operatorul () se poate folosi si pentru modificarea valorilor unor elemente din
matrice:

» m(1,1:2) = [2 3]
m =
3
1 4

Operatiile aritmetice prezentate anterior sunt considerate a fi operatii matriciale
atunci cand sunt executate asupra unor matrici. Astfel de exemplu operatorul * este
folosit pentru inmultirea matriciala. Pentru a executa operatia aritmetica element cu
element operatorul trebuie precedat de .:

» a=[1 2; 0 1]; b=[2 1;4 3];
» axb
ans =
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10 7
4 3
» a.*b
ans =
2 2
0 3

Trebuie avut grija la dimensiunile matricilor la executarea operatiilor aritmetice. De
exemplu Inmutirea matriciala presupune ca numarul de coloane in prima matrice este
egala cu numarul de randuri din cea de a doua matrice. La fel cand se folosesc operatiile
element cu element cele doua matrici trebuie sa aiba exact aceasi dimensiune. O singura
exceptie exista la aceasta conditie: daca o matrice se Inmulteste cu un scalar, atunci
scalarul respectiv va fi automat convertit intr-o matrice avand aceleasi dimensiuni ca
celalalt operand si se va executa o Inmultire element cu element intre cei doi operanzi.

Transpusa unei matrici se poate calcula cu operatorul * (transpusa complex conju-
gatd) sau .’ (transpusa fara conjugare):

» m’
ans =
2
3
Alte operatii importante asupra matricilor sunt realizate prin intermediul unor fun-

ctii, de exemplu inv pentru calcularea inversei unei matrici sau det pentru calcularea
determinantului:

» inv(m)
ans =
0.8000 -0.6000
-0.2000 0.4000
» det (m)
ans =
5

1.4. Functii

O functie este un set de operatii efectuate asupra unor argumente, care returneaza un
set de valori. Functia este apelata sub forma:

‘ [r1 ro w 7rm] = nume_functie(p1, P2, « Pn)

unde 7 ... 7, sunt valorile returnate, iar p; .. p, sunt parametrii functiei. Daca functia
returneaza o singura valoare, atunci parantezele drepte nu sunt necesare. Daca nu sunt
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specificate variabilele care sa fie returnate, atunci daca functia returneaza unul sau mai
multe valori, prima dintre acestea va fi salvata in variabila speciala ans, iar restul se
pierd.

Fisiere .m

O secventa repetata de comenzi se poate salva intr-un fisier cu extensia *.m. Aceste
fisiere pot fi rulate ulterior prin introducerea numelui fisierului (fara extensie) in linia
de comanda. La introducerea unei comenzi, Matlab va verifica daca exista un fisier .m
in directorul curent cu numele introdus, caz in care va interpreta comenzile din acel
fisier. Daca nu se gaseste fisierul in directorul curent, Matlab va mai cauta intr-o serie
de directoare implicite (unde sunt stocate de altfel toate functiile disponibile in Matlab.

Functiile se definesc in fisiere .m, cu acelasi nume ca functia respectiva. Pentru ca o
functie sa fie recunoscuta ca atare, prima linie de cod trebuie sa contina cuvantul cheie
function si sa aiba urmatorul format:

‘ function [r; 7y .. ] = nume_functie(p; p2 - Pn)

Parantezele drepte trebuie sa apara chiar daca functia nu returneaza nici o valoare.

Daca fisierul incepe cu un comentariu sau in liniile imediat urmatoare dupa definitia
functiei exista un comentariu, atunci comentariul respectiv va reprezenta documentatia
functiei, accesibila prin comanda help.

Un exemplu pentru o functie care calculeaza patratul unei valori este:

spatrat (a) calculeazd patratul lui a

function [r] = patrat(a)
r = a%*a
return

Functia poate fi apelata din linia de comanda astfel:
» patrat (2)

ans =
4

iar pentru a vedea descrierea functiei se poate executa:

» help patrat
patrat (a) calculeazd patratul lui a

Fiecare functie din Matlab are inclusa o astfel de documentatie accesibila cu functia
help.
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Structuri de control

Pentru a crea o bucla in matlab pot fi folosite instructiunile for sau while. Comanda
for va parcurge un vector atribuind unei variabile contor valoare fiecarui element din
vector. Sintaxa aceste comenzi este urmatoarea:

for contor = wvector

end

Pentru a crea o variabila care se incrementeaza (similar cu alte limbaje), se poate
folosi operatorul : de creare a vectorilor:

for contor = inceput : pas : sfarsit

end

Comanda while va crea o bucla care se repeta atat timp cat o conditie logica este
adevarata:

while conditie

end

Evaluarea conditionata a anumitor secvente poate fi realizata prin intermediul co-
menzii if, avand urmatoarea sintaxa:

if condifzel
else if conditie2
else

end

ramurile else sunt optionale, respectiv ramura else if poate fi prezenta de mai multe
ori.

Conditiile logice in cazul comenzilor while respectiv if trebuie sa fie valori logice ce
pot fi realizate prin intermediul operatorilor logici: == (egal), ~= (diferit), < (mai mic),
<= (mai mic sau egal), > (mai mare), >= (mai mare sau egal), & (si logic), | (sau logic)
respectiv ~ (negare).

Toate aceste structuri de control trebuie terminate cu comanda end, ceea ce permite
ca aceste structuri sa poate fi folosite atat in fisiere .m, cat si in linia de comanda, caz

8
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in care interpretarea comenzilor introduse este suspendata pand cand se Intalneste
comanda end, dupa care sunt realizate buclele respectiv instructiunile conditionate.

Trebuie remarcat faptul ca matlabul fiind orientat asupra operatiilor cu matrici,
aceste operatii sunt optimizate si se executa mult mai rapid decat parcurgerea matricii
si executarea operatiei pentru fiecare element in parte. Astfel o structura for folosita
pentru parcurgerea unei matrici in vederea executdrii unei operatii asupra elementelor
sale se va executa mult mai lent decat operatia matriciala corespunzatoare. De aceea
trebuie evitata pe cat posibil folosirea structurilor for

1.5. Grafice 1Tn Matlab

Pentru crearea graficelor se folosesc urmatoarele comenzi: plot, xlabel, ylabel, title,
grid, axis, subplot. Comanda plot afiseaza un vector sub forma unui grafic. Sintaxa
acestei comenzi este:

‘» plot(x,y)

care va afisa un grafic format din puncte obtinute din perechi de valori din vectorii
si y. Vectorii z si y trebuie sa aiba aceasi dimensiune.

Pentru modificarea aspectului graficului, se pot specifica anumite optiuni cu privire
la forma, culoarea sau dimensiunea punctelor sau a liniilor ce unesc punctele graficului:

‘» plot(x,y,’option’)

unde 'option’ este un text care poate contine culoarea, tipul de linie si/sau simbolul.
Culoarea poate sa fie r (rosu), g (verde), b (albastru), ¢ (cian), m (magenta), y (galben),
w (alb), k (negru). Tipul de linie poate fi - (linie continua), -- (line intrerupta), -. (linie
punct linie), : (linie punctata). Linia poate contine markere pentru fiecare punct din
y sub forma unor simboluri: +, *,0,x, triunghi, romb, etc.

De exemplu:

‘» plot(x,y,’r’)

va trasa graficul cu o linie rosie
‘» plot(x,y, ’bx’)

va marca de puncte punctele (x,y) cu stelute albastre
‘» plot(x,y,’g:’)

va trasa un grafic cu linie punctata verde.
Daca se doreste afisarea mai multor seturi de puncte pe acelasi grafic, atunci functia
plot va primi ca argumente o lista de parametri de forma “x,y,[ option’]”.
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Titlul graficului se poate seta cu comanda title, textul afisat pe axele Oz si Oy se
poate seta cu functiile x1abel respectiv ylabel, iar o retea de linii ajutatoare se poate
afisa cu grid.

Matlab scaleaza axele automat dupa valorile maxime din vectorii = si y. Daca se
doreste ca graficul sa apara pe o scala specificata se foloseste functia axis, care are
urmatoarea sintaxa:

‘» axis ([xmin xmax ymin ymax])

care va scala axele Intre xmin si xmax (axa Ox) si intre ymin si ymaz (axa Oy).
Pentru a afisa mai multe grafice se foloseste comanda subplot astfel:

‘» subplot (m,n,p),plot(x,y);

Aceasta va genera o serie de grafice aranjate in m randuri si n coloane si va directiona
urmatoarea comanda plot pe pozitia p (incepand de la stdnga sus).

Pentru a crea o suprafata 3D, trebuie sa reprezentam valorile inaltimii z = f(x,y).
Pentru afisarea acestei suprafete se foloseste comada mesh sau surf. Sintaxa este:

‘» mesh(x,y,z)
respectiv
‘» surf (x,y,2z)

unde z, y si 2z sunt matrici de dimensiune m X n care reprezinta coordonatele fiecarui
punct de pe suprafata. Parametrii « si y pot fi si vectori de lungime m respectiv n,
caz in care se va realiza toate combinatiile intre ele pentru calculul punctelor de pe
suprafata. Comanda mesh va conecta punctele Invecinate prin linii realizand un model
wireframe al sufrafetei, iar comanda surf va desena mici suprafete plane intre punctele
invecinate realizand astfel o aproximare a suprafetei.

Folosind parametrul ¢, al patrulea al functiei mesh, se pot specifica culorile punctelor
de pe suprafata afisata:

‘» mesh (x,y,z,c)

unde ¢ este o matrice de dimensiune m X n reprezentand valoarile culorilor punctelor
din grafic. respectiv cu ajutorului unei palete de culori ce poate fi specificata cu comada
colormap. In cazul in care ¢ nu este specificatd aceasta va lua valoarea implicitd ¢ = z.

Pentru a crea matricile x si y, care trebuie sa aiba toate combinatiile a doi vectori
reprezentand coordonatele Oz si Oy se poate folosi comanda meshgrid:

| » [x y] = meshgrid(a,b)

unde a si b sunt doi vectori de dimensiune m resprectiv n.

10
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Exemple de grafice

Pentru afisarea functiei y = f(z) = 22+x+1 se foloseste urmétoarea secventa rezultand
graficul prezentat in figura 1.1:

>
>
>
>
>
>

Pe

x = -2:0.1:2;

y =x."2 + x + 1;
plot(x,y,’r’);

title (’Exemplu plot’);
xlabel (’x’);

ylabel (’x~2+x+1’);

ntru afisarea unei suprafete z = f(x,y) = 2® + zy + y? se foloseste urméatoarea

secventd, rezultand graficul prezentat in Figura 1.2:

>
>
>
>

1.6.

1.

[x y] = meshgrid(-2:0.1:2, -2:0.1:2);
z = x.\"2 + x.xy + y.\"2;
mesh(x,y,z);

title (’Exemplu mesh’);

Exercii;ii

Implementati functia fib care calculeaza recursiv al n-lea element din sirul lui
Fibonacci definit cu formula:

Fib(n) = {1 | | daca n <= 2,
fib(n — 1) + fib(n —2) altfel.

Creati o functie care va genera In mod iterativ un vector cu sirul lui Fibonacci

cu n elemente.

Rezolvati sistemul de ecuatii de mai jos folosind metoda Cramer:

24+ y— z= 1
r+3y+ z2=10
r— y+2z= 5

Rezolvati aceasi ecuatie prin impartire matriciala pornind de la scrierea matriciala
urmatoare:

2 1 17 [z 1
1 3 1] |yl =110
1 -1 2| |z 5

11



1. INTRODUCERE IN MATLAB / OCTAVE

Exemplu plot
7 T T T T T T T
6 - -
5 - -
i
_|_
8 4r -
+
S g 1
2 - -
1 - -
| | | | | |
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
x
Figura 1.1. Exemplu de grafic bidimensional
Exemplu mesh
12
10
8 I

% e

“‘3“3‘3 55
<S XX “‘“““/Q
S5

Figura 1.2. Exzemplu de grafic tridimensional
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EXERCITII

3. Afisati o forma de unda sinusoidala definita prin formula
s=A-sin(2-7-f-x)
Modificati programul astfel Incat sa afiseze o forma de unda dreptunghiulara
respectiv triunghiulara prin inlocuirea functiei sin cu square respectiv sawtooth.

4. Realizati o functie care creaza urmadtoarele trei grafice In aceeasi fereastra: o
forma de unda sinusoidala, o forma de unda sinusoidala cu frecventa dubla fata
de prima si rezultatul insumarii acestora.
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Lucrarea 2

Discretizarea semnalelor

2.1. Semnale analogice si procesarea digitala

Semnalele analogice sunt semnale continue ce pot fi reprezentate din punct de vedere
matematic ca functii reale continue in timp. Pentru a putea procesa un semnal cu
ajutorul unui procesor de uz general sau cu a unuia specializat!, semnalele continue
trebuie convertite Intr-un format potrivit cu reprezentarea datelor dintr-un procesor.

Pentru conversia unui semnal analogic intr-un semnal digital, trebuie realizate doua
operatii de baza: discretizarea in timp si in amplitudine a semnalului.

Discretizarea In timp poarta numele de esantionare si se realizeaza cu ajutorul unui
bloc de esantionare-memorare (vezi figura 2.1). Discretizarea in amplitudine se numeste
cuantizare si este realizatd cu un circuit de tip convertor analog-digital (CAD).

Circuitul de esantionare-memorare va preleva valorile semnalului de intrare la anu-
mite momente discrete de timp, iar convertorul analog-digital va converti aceste valori
reale in reprezentarea lor numerica.

!Digital Signal Procesor — procesor digital de semnal

Intrare analogica lesire digitala

@%’ﬂf o o

Figura 2.1. Discretizarea semnalelor analogice

15



2. DISCRETIZAREA SEMNALELOR

2.2. Esantionarea

Esantionarea reprezinta discretizarea in timp a unui semnal continuu. Un esantion
reprezinta valoarea semnalului la un moment dat, bine precizat.

Rezultatul esantionarii unui semnal continuu x(t) este un sir de esantioane x[nT],
unde 7" este intervalul de timp Intre doua esantioane si se numeste perioada de esan-
tionare, in cazul unei esantionari uniforme.

Frecventa de esantionare f, = % reprezinta frecventa cu care sunt prelevate
esantioanele semnalului analogic. Pentru ca un semnal sa poate fi refacut complet din
esantioanele sale, conform teoremei esantionarii, trebuie satisfacut criteriul Nyquist si
anume ca frecventa de esantionare trebuie sa fie cel putin dublul frecventei maxime f,,

din spectrul semnalului:

O conditie suplimentara este aceea ca spectrul semnalului sa fie marginit, de forma
celui din figura 2.2:

>
-f f f

m m

Figura 2.2. Exemplu de spectru marginit

Sirul de esantioane este echivalent unui vector In matlab, ale carui elemente sunt
valorile semnalului luate la momentele de timp corespunzatoare esantionarii. Trebuie
mentionat faptul ca informatia despre frecventa de esantionare nu este stocata in vector
ci numai se presupune cunoscuta pentru calcule. Astfel orice vector din matlab poate
fi considerat un semnal esantionat presupunand ca i se face corespondenta cu un set
de parametri de esantionare.

Pentru a genera un semnal stiind functia care descrie semnalul analogic, se va genera
in prealabil un vector de timp care reprezinta momentele de timp la care se va realiza
practic esantionarea:

> t
» x

0 : 1/fs : 1;
sin (2*pix*f*t);

In acest caz x va contine esantioanele unui semnal sinusoidal, dar pentru a cunoste
semnalul caruia acest vector corespunde, trebuie sa stim unitatea metrica pentru ¢ si
frecventa de esantionare f;: astfel, acest semnal poate fi o sinusoida cu durata de 1

16



CUANTIZAREA

secunda si esantionat la f; Hz, cu durata de 1 ms si esantionat la f; kHz, sau cu durata
de 2s si esantionat la f? Hz.
Semnalul sinusoidal esantionat din exemplu precedent este prezentat in Figura 2.3.

057

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Figura 2.3. Semnal sinusoidal esantionat

2.3. Cuantizarea

Cuantizarea reprezinta discretizarea in amplitudinea valorilor esantioanelor. Din punct
de vedere practic reprezinta aproximarea in trepte (numite nivele de cuantizare) a unui
semnal x:

xr =~ q;, pentru d; <z < djy (2.2)

unde ...d;j_1,d;,dj1 ... sunt nivelele de decizie avand valoarea pentru cazul cand
¢; sunt intregi d; = ¢; — 0,5. Acest caz (prezent in convertoarele analog digitale) se
numeste cuantizare uniforma, iar pasul ¢;;1 — ¢; se numeste cuanta.

Aproximarea unui semnal x Intre (-1,1) prin 17 cuante se realizeaza cu o functie de
genul celei din figura 2.4.

Functia din figura 2.4 a fost generata cu secventa matlab urmatoare:

» x = -1:0.0001:1;
» q = round(x*8);
» plot(x,q)

Convertoarele analog digitale sunt de regula capabile sa reprezinte semnalele ca
valori intregi in baza 2, de aceea sunt folosite 2™ cuante, unde m este numarul de biti
de reprezentare. Numerele sunt reprezentate in cod NBCD pe intervalul 0...2™ — 1
pentru cazul unipolar, si pe intervalul —om=1  9m=1 _ 1 pentru cazul bipolar.

17



2. DISCRETIZAREA SEMNALELOR

-8

Figura 2.4. Functie de cuantizare uniforma

Dupa cuantizare semnalul original nu mai poate fi refacut, cuantizarea introducéan
un zgomot intrinsec numit zgomot de cuantizare. Zgomotul de cuantizare reprezinta
eroarea dintre semnalul cuantizat si cel original:

€ = |zc[n] = wes[n]| (2.3)
si este de forma celui din figura 2.5.

x10°

zgomot
o

Figura 2.5. Zgomotul de cuantizare

Pentru evaluarea acestui zgomot, se foloseste raportul semnal-zgomot?:

SNR=20-1g Yefsormnal (2.4)

efzgomot

2signal-to-noise ratio — SNR

18



EXERCITII

In cazul unui CAD bipolar cu N = 2™ nivele de cuantizare, pentru un semnal
sinusoidal ideal raportul semnal zgomot este:

xmax/\/i
Aq/V12
——

zg.mediucuant.

SNR =20-1lg =20-1g+/3/2- N ~6,02-m+ 1,76 (2.5)

unde zgomotul mediu de cuantizare a rezultat din ecuatia:

1 N-1 7“ 1 N-1 1
(- q])2 dr = Z [(dj-f'l - QJ) (dj - %)3] =
N-2a = ] N-Aq i3 (2.6)
1 1 1

2.4. Exercitii

1. Reprezentati grafic 1024 de esantioane ale unui semnal alcatuit din 2 sinusoide
(una de frecventa de 50 Hz, defazaj 0 si amplitudine 0.5 V, iar cealalta de frecventa
de 230 Hz, defazaj % si amplitudine 0.2 V) folosind o frecventa de esantionare de
8 kHz.

2. Cuantizati acest semnal pe 8 respectiv, 16 biti, reprezentati semnalul cuantizat
alaturi de zgomotul de cuantizare si calculati media patratica a zgomotului si
raportul semnal-zgomot.

19
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Lucrarea 3

Schimbarea ratei de esantionare

3.1. Importanta frecventei de esantionare
Pentru alegerea corecta a frecventei de esantionare trebuie satisfacut criteriul Nyquist:

Ca urmare a esantionarii, spectrul semnalului va fi periodicizat, iar respectarea
criteriului Nyquist asigura faptul ca replicile spectrale nu se vor suprapune (Figura 3.1).

T T >
ff f, 4 £/2 f ff/2ff f, f4f f

Figura 3.1. Spectrul periodicizat al unui semnal corect esantionat

Daca criteriul Nyquist nu este respectat, atunci replicile spectrale se vor suprapune,
fenomen ce poarts numele de aliere (Figura 3.2). In acest caz, semnalul analogic original
nu mai poate fi refacut corect din esantioanele sale.

Cu cat frecventa de esantionare este mai mare, spectrele duplicate vor fi cu atat
mai Indepartate. Pentru a reface semnalul original din cel esantionat este nevoie de
filtrarea trece jos a semnalului esantionat pentru a inlatura spectrele duplicate.

Filtrarea trece jos trebuie facuta la etapa de conversie digital analogica cu filtre
analogice, ceea ce Inseamna ca este foarte costisitoare folosirea unor filtre de ordin su-
perior (necesara pentru a inlatura spectrele foarte apropiate). De aceea este de preferat
folosirea unei frecvente de esantionare cat mai ridicate permitand folosirea unor filtre
de ordin inferior.

21



3. SCHIMBAREA RATEI DE ESANTIONARE

AA

f £ )2 2t f

) 4

S

Figura 3.2. Spectrul unui semnal subesantionat, afectat de aliere

Cresterea prea mare a frecventei de esantionare insa va necesita circuite de esan-
tionare cuantizare mai performante (si implicit mai scumpe).

De aceea se practica schimbarea ratei de esantionare in interiorul blocului de pro-
cesare digitala unde filtrarea de ordin superior poate fi usor implementata la un cost
extrem de redus.

3.2. Cre§terea ratei de esantionare

Cresterea ratei de esantionare se mai numeste si interpolare, si este realizatd prin
introducerea unor esantioane suplimentare intre esantioanele curente ale semnalului.
In Figura 3.3 puteti observa semnalul original, reprezentat de patratele albastre, si
esantioanele ce trebuie adaugate reprezentate cu x.

1 | |
X X
X X
[ [
05t
X X
X X
S om [ ]
x
X X
X X
05 m m
X X
X X
1 i BN B
0 5 10 15 20 25 30

Figura 3.3. Exemplu de interpolare

Pentru a calcula valorile esantionelor ce trebuie adaugate avem doud posibilitati:
1. calculdam valorile cu o metoda de interpolare (liniara, patratica, Lagrange)

2. introducem valori de 0, dupa care filtram semnalul cu un fitru trece jos de ordine
superioara

22



SCADEREA RATEI DE ESANTIONARE

Ambele metode au avantaje si dezavantaje din punct de vedere viteza si precizie.
Practic se prefera folosirea celei de a doua metode, pentru ca filtrarea trece jos oricum
trebuie realizata pentru refacerea semnalului analogic.

3.3. Scaderea ratei de esantionare

Scaderea ratei de esantionare sau decimarea este realizata prin renuntarea la anumite
esantioane. Este o tehnica complementara cu interpolarea (pentru exemplul din Fi-
gura 3.3, eliminam esantioanele marcate cu x, ramanand doar esantioanele marcate
cu patratele).

Trebuie avut insa grija pentru evitarea aparitiei fenomenului de aliere: daca exista
frecvente mai mari decat 3 din noua frecventd de esantionare, acestea se vor suprapune
frecventelor joase distrugand semnalul. Pentru a evita acest lucru inainte de decimare,
semnalul original trebuie trecut printr un filtru trece jos cu frecventa de taiere de %

3.4. Schimbarea ratei de esantionare cu un factor
ra‘gional

Interpolarea si decimarea sunt folosite pentru schimbarea ratei de esantionare cu un
factor intreg.

In cele mai multe cazuri insa este necesar sa se schimbe rata de esantionare cu un
factor rational. Un exemplu clasic este conversia intre o rata de esantionare a semnalelor
audio de la 44100Hz (audio CD) la 48kHz (digital audio).

Pentru realizarea unei asemena schimbari semnalul original trebuie interpolat la
o frecventa care reprezinta cel mai mic multiplu comun al celor doua frecvente de
esantionare, dupa care trebuie decimat la noua frecventa de esantionare. Cele doua filtre
trece jos (de la sfarsitul etapei de interpolare si de la Inceputul etapei de esantionare)
se pot combina intr unul singur (vezi Figura 3.4).

intrare —P» Interpolare —P» —» Decimare —P» iesire

Figura 3.4. Schimbarea ratei de esantionare cu un factor rational

3.5. Exercitii

1. Realizati in Matlab interpolarea unui semnal la o frecventa de esantionare de 4
ori mai mare prin introducerea de 0-uri si filtrarea trece jos. Observati semnalul
in fiecare etapa.
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24

Pentru filtrarea trece jos (a unui semnal z) puteti folosi secventa:

» [b al] = cheby1(5, 0.5, fsmic / fsmare);
» Ty = filter(b,a,x);

2. Observati efectul de aliere prin afisarea pe acelasi grafic a unui semnal esantio-
nat corespunzator si acelasi semnal decimat la o frecventa mai mica decat cea
corespunzatoare criteriului Nyquist.

3. Convertiti un semnal esantionat la 44100 Hz la o rata de esantionare de 48000 Hz.
Gasiti calea optima pentru a realiza conversia. Pentru a gasi calea optima porniti
de la ideea ca interpolarea cu un factor foarte mare va necesita foarte multe
calcule.

Pentru a calcula cel mai mic multiplu comun a doua numere folositi functia lcm,
iar pentru factorizarea unui numar functia factor.



Lucrarea 4

Analiza spectrala a semnalelor

4.1. Transformata z

Transformata z este o tehnica similara cu transformata Laplace, fiind o forma generali-
zata a transformatei Fourier. Aceasta este folosita la analiza spectrala atat a semnalelor
continue cat si pentru semnale discrete. Transformata Laplace are urmatoarea forma:

+o00o
X(o,w) = /x(t)e_”te_j“t dt (4.1)
In aceastd formuld exponentul o + jw poate fi schimbat cu valoarea complexa s:

+o0

X(s) = /x(t)e‘“dt (4.2)

—00

Pentru a ajunge la formula transformatei z, discretizam semnalul x(t) si inlocuim
e’ cur:

+00
X(r,w) = Z x[n)r e (4.3)

sau inlocuind r - /¥ cu z: .
X(z) = Z x[n]z™" (4.4)

Se poate observa ca transformata z spre deosebire de transformata Laplace este
reprezentatd in coordonate polare. Distanta de la origine r este valoarea atenuarii
exponentiale a semnalului, iar w este frecventa semnalului.

De exemplu 3 semnale de 50Hz, esantionate la 8 kHz si avand atenuari corespunza-
toare cu r = 1.1 (semnal atenuat in timp), r = 1 (semnal constant in timp) respectiv
r = 0.9 (semnal amplificat in timp) sunt prezentate in Figura 4.1. Langa fiecare sem-
nal este prezentat in coordonate polare si spectrul corespunzator calculat de-a lungul
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4. ANALIZA SPECTRALA A SEMNALELOR

cercului unitate. Se poate observa concentrarea punctelor se apropie de origine cu cat
valoare lui r este mai mic.

Semnal atenuat [r = 1.1]

Spectru semnal atenuat

X(t)
o

0 10
t
Semnal constant [r = 1]

20

X(t)
o

0 10
t

Semnal amplificat [r = 0.9]

20

x(t)

20

Figura 4.1. Semnale pentru diferite valori ale lui r si spectrele polare asociate

Semnalul constant si periodic va avea spectrul pe cercul unitar si este identic cu
spectrul Fourier. Pentru a calcula spectrul a unui semnal putem folosi functia Matlab
czt. De exmplu pentru un semnal sinusoidal:

» t
> X

0 : 1/8000 1023/8000;
sin (2*pi*500%*t);

Putem calcula transformata z cu:
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TRANSFORMATA Z

» z = czt(x);
> z z / (length(z)/2);

Normalizarea la jumatatea lungimii vectorului este folosita pentru a avea informatii
corecte despre magnitudinea spectrala a semnalului. Daca ne intereseaza doar forma
spectrului normalizarea nu este necesara.

Transformata z contine valori complexe, de aceea pentru vizualizarea spectrului tre-
buie afisat magnitudinea si faza acestor valori. Pentru calculul magnitudinii se foloseste
functia abs iar pentru calculul fazei functiile angle si unwrap:

abs(z);
unwrap (angle(z));

> zm
» zf

Spectrul semnalului calculat contine acelasi numar de esantioane ca semnalul ori-
ginal organizat in felul urmator: prima jumatate a esantioanelor indica spectrul frec-
ventelor intre 0 si jumatatea frecventei de esantionare, iar celelalte esantioane indica
spectrul frecventelor oglindite (frecventele negative).

Asadar pentru a afisa corect spectrul se poate folosi urmatoarea secventa:

» w =0 : 8000/1024 : 8000%1023/1024;
» subplot(2,1,1),plot(w,zm),subplot(2,1,2),plot(w,zf);

Graficul rezultat din aceste comenzi este prezentat in Figura 4.2.

Magnitudinea

0.6 b

0.4r b

zm

0.2 b

0
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

60 T T T T T T T

zf

0
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

w

Figura 4.2. Magnitudinea si faza spectrald a unui semnal sinusoidal de 500 Hz

Spectrul calculat de functia czt In mod implicit este spectrul complet de pe cercul
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4. ANALIZA SPECTRALA A SEMNALELOR

unitar, adica identic cu spectrul Fourier. Se pot calcula insa si doar anumite portiuni
ale spectrului si la alte distante fata de origine, modificaind parametrii functiei czt.

4.2. Raspunsul in frecventa al unui filtru

Transformata z este folosita indeosebi pentru calculul raspunsului in frecventa ale fil-
trelor. Pentru un filtru oarecare este valabila urmatoarea expresie:

a(l)-y(n) =0b(1) -z(n)+b(2)-z(n—1)+---+b(B)-z(n—B+1)—
—a(2) y(n 1)~ -~ a(A) -yl — A+ 1)
Cunoscand transformatele z ale semnalelor z[n] si y[n], adica X|[z] si Y[z] se pot
calcula functia de transfer H|[z] a sistemului filtrului ca fiind:
V2]

(4.5)

HIiz = 4.6
=% (16)

Expresia lui H[z] se poate scrie mai departe ca fiind:

b1+b2'Z_1—|—b3'2_2+...
HIlz = 4.7
g l—ay-z7'—az-272— ... (4.7)
(normalizat la ay).
Rescriind relatia de mai sus ca:

Hlz) = (z—21)(z — 22)(2 — 23) ... (4.8)

(z—p)(z—p2)(z —ps)...
pot fi identificati zerourile 21, 22, 23, ... si polii pi, pa, ps, ... functiei de transfer.
Pornind de la polii si zerourile dorite, se pot calcula coeficientii filtrului.
Pentru calculul raspunsului in frecventa a unui filtru se poate folosi functia Matlab
freqz sau, pentru a afisa direct polii si zerourile, functia zplane.

4.3. Exercitii

Y

1. Generati cateva semnale sinusoidale, dreptunghiulare respectiv triungulare cu
frecvente de baza de 50, 100 si 1000 Hz si frecventa de esantionare de 8kHz si
observati spectrul acestor semnale.

2. Generati un semnal alcatuit din mai multe sinusoide (sau alte forme de unda) si
filtrati acest semnal. Afisati raspunsul in frecventa al filtrului folosit si spectrele
semnalului original si cel filtrat.

Pentru a realiza filtrarea semnalului folositi secventa:

» [b al] = chebyl1(5, 0.5, 50/4000);
» y = filter(b, a, x);
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Lucrarea 5

Transformata Fourier Rapida

5.1. Transformata Fourier Discreta

Transformata Fourier discreta este varianta esantionata a transformatei Fourier conti-
nue. Transformata Fourier discretd a unui semnal z[n] format din N esantioane este
calculata cu formula:

X (k) z(n)-e %" k=0,N—1 (5.1)

Pentru calculul unei singure valori din spatiul transformatei sunt necesare N ope-
ratii, prin urmare complexitatea algoritmului de calcul al transformatei Fourier pentru
o secventi de N esantioane, este O(N?). In 1965 Cooley si Tukey au inventat un al-
goritm de calcul rapid al tranformatei Fourier! care reduce ordinul acestor calcule la
O(N log, N) prin exploatarea proprietatilor transformatei Fourier (simetriei si periodi-
citatii functiilor sin si cos) si refolosirea coeficientilor la nmultirile complexe.

5.2. Algoritmul FFT cu decimare in timp

Se exprima spectrul esantionat separat in functie de secventa para respectiv cea impara
a semnalului:

N_q N_q
2 2
X(k) =" a@n)uwd" + > z(2n + Dwy " (5.2)
n=0 n=0
unde s-a notat:
w2kt = IR — ke (5.3)
2

!Transformata Fourier Rapidd — Fast Fourier Transform (FFT)
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5. TRANSFORMATA FOURIER RAPIDA

Relatia devine astfel:

N_q N_q
2 2
X (k) = ac(Zn)u@1 + z(2n + l)wlg . wé“v = Xpar(k) + wf{, - Ximpar(k) (5.4)
n=0 n=0
Xp;:(k) va;:r(k)

Am notat cu X,,(k) transformata Fourier discreta a esantioanelor pare ale secventei
x(n) iar cu Xyppar(k) a celor impare.
Dat fiind faptul ca secventa FFT este simetrica fata de mijloc avem:

N
Xpar<k + 5) = Xpar(k) (5-5)

N N
Wy Ximpar (b 5) = =0l - X () (5.6)

Astfel secventa FFT cu k£ =0, % — 1 pentru secventa z(n), n =0, N — 1:

par(k) + w?v ) impar(k)

X X
5.7
Xparlk) — w0y - Xipmpar () (5:7)

X(k) =
{xily

Aceasta formula poate fi reprezentata grafic ca aripile unei fluture (de aici vine
denumirea celulei din FFT: butterfly) reprezentata grafic in Figura 5.1.

X

par (K) +—— X (k)

Ximpar (k)
k
Wy

H)—» X (k+N/2)
-1

Figura 5.1. Celula de tip fluture

In Figura 5.2 se poate vedea “fluturele” de calcul pentru algoritmul FFT pentru 8
esantioane.
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ALGORITMUL FFT CU DECIMARE IN FRECVENTA

x(0) ()

==/

x(1) ()

x(4)

x(2)

x(6)

x(5)

x3) ()

x(7)

X(0)

X(1)

X(2)

X(3)

X(4)

() X()
() X(®)
() X(7)

Figura 5.2. Fluturele de calcul al FFT cu decimare in timp pentru 8 esantioane

5.3. Algoritmul FFT cu decimare in frecventa

In acest caz dezvoltam termenii pari si impari ai transformatei Fourier:
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5. TRANSFORMATA FOURIER RAPIDA

ceea ce poate fi notat simplificat ca:

{ X(2k) = Xipg(k) + Xoup(k)
X - Xsuzl(k) U

(2K +1) = Xipglk) - u}

(5.10)

unde s-a notat cu X;,q(k) transformata Fourier a primelor % esantioane si cu Xy, (k)

transformata Fourirer a ultimelor £ esantioane.

Fluturele pentru algoritmul cu decimare in frecventa este reprezentat in Figura 5.3.
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Figura 5.3. Fluturele de calcul al FFT cu decimare in frecventda pentru 8 esantioane

5.4. Exercitii

1. Implementati algoritmul FFT (una din cele doua variante) si comparati rezultatul
si timpul de executie cu timpul de executie al algoritmului clasic ne-optimizat si

cel al functiei ££t din Matlab.

2. Calculati spectrul Fourier pentru cateva semnale cunoscute (de exemplu o suma
de doua su trei sinusoide de diverse frecvente, un semnal dreptunghiular, etc.)
folosind functia £ft din Matlab. Vizualizati spectrul de amplitudine si cel de faza.
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Lucrarea 6

Filtrarea semnalelor

Filtrarea este o operatie fundamentala de procesare dintr-un sistem de procesare a sem-
nalelor. Filtrarea este utilizata de regula pentru eliminarea zgomotului care afecteaza
un semnal. In functie de tipul filtrului (trece jos, trece banda sau trece sus), acesta va
lasa sa treaca anumite frecvente ale semnalului, dintr-o banda specificata, rejectand
frecventele din afara benzii de trecere.

6.1. Notini teoretice

Operatia de filtrare reprezinta de reguld trecerea unui semnal z(¢) printr-un sistem
liniar invariant in timp, a carui functie pondere h(t) este cunoscuta (vezi Figura 6.1)

Xt) ——®  ht) Py

Figura 6.1. Operatia de filtrare

Un sistem se numeste liniar, dacd respecta principiul superpozitiei, adica daca la
intrarea sistemului aplicim o combinatie liniara de doua (sau mai multe) semnale
axy(t) + bxa(t), a,b € R, atunci semnalul de la iesirea sistemului poate fi scris ca fiind
ayi (t) + bys(t), unde y; (t) si y2(t) reprezinta raspunsurile sistemului la semnalele x;(?)
respectiv zy(t).

Daca raspunsul sistemului este mereu acelasi pentru un acelasi semnal de intrare,
indiferent de momentul de timp la care este aplicat semnalul respectiv la intrarea
sistemului, atunci sistemul se numeste invariant in timp.

Sistemul are asociat o functie pondere h(t), care reprezinta raspunsul la impuls al
sistemului, adica iesirea corespunzatoare unui impuls Dirac aplicat la intrare. Operatia
realizata de un bloc de filtrare nu este altceva decat o operatie de convolutie data de
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6. FILTRAREA SEMNALELOR

urmatoarea formula:

+00 400
y(t) = h(t) xz(t) = / h(t)-x(t —71)dr = / h(t —7) - z(r)dr (6.1)

In domeniul spectral, produsul de convolutie se transforma in produs simplu:
Y(w)=Hw)  X(w) (6.2)

unde Y (w), H(w) si X(w) reprezinta spectrele Fourier ale lui y(t), h(t) respectiv y(t).
H(w) poarta numele de functie de transfer a sistemului/filtrului

Convolutia poate fi imaginata ca o fereastra glisanta (fig. 6.2) reprezentata de fun-
ctia ponder h(t), care se deplaseaza peste semnalul de la intrare, realizandu-se o suma
a esantioanelor de intrare ponderate cu coeficientii filtrului. Suma nu este altceva decat

raspunsul filtrului la un moment dat.
>

Figura 6.2. Convolutia

X(t)

h(®)

In domeniul discret convolutia are urmatoarea forma:

y(n) = Y h(k)-x(n— k) (6.3)

k=—o00

si descrie rezultatul cand functia x trece prin sistemul caracterizat prin functia pondere
h.

Daca functia pondere a sistemului (raspunsul la impuls) este un vector de lungime
K atunci convolutia devine:

y(n) =Y _h(k)-z(n — k) (6.4)

k=0

adica echivalent cu inmultirea a doua polinoame cu coeficienti din vectorii x si h, ceea
ce este simplu de realizat cu ajutorul unui procesor.

Cand raspunsul la impuls al blocului respectiv are lungimea infinita, nu se poate rea-
liza convolutia cu functia de transfer. In acest caz se folosesc doua seturi de coeficienti,
unul care se convolva cu esantioanele de la intrare iar celalalt cu iesirile anterioare,
astfel Incat raspunsul la impuls al Intregului sistem sa fie exact raspunsul necesar.
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FILTRAREA IN MATLAB

Astfel filtrarea se poate descrie cu formula:

a(l)-y(n) =0b(1) -z(n) +b(2)-x(n—1)+---+b(B) -xz(n— B+1)—

—a2) - yn—1)—-—a(A)-yln—A+1) (6.5)

Aceasta formula poate fi realizata fizic prin folosirea unor blocuri de intarziere
si amplificare asupra intrarii si iesirii, si insumarea acestor semnale rezultate, ca In
Figura 6.3.

b3

71
HbZ
z1

j
-

Figura 6.3. Implementarea unui filtru cu blocuri de intdrziere si amplificare

6.2. Filtrarea in matlab
Filtrarea unui semnal se realizeaza in matlab cu functia filter:
‘» y = filter(b,a,x);

In acest caz z este vectorul ce contine semnalul de la intrare, iar b si @ sunt doi
vectori ce contin coeficientii filtrului. Daca vrem sa realizam o filtrare cu o functie de
transfer de lungime finita (adica o convolutie) putem folosi urmatorul apel al functiei
filter:
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6. FILTRAREA SEMNALELOR

‘» y = filter(h,1,x);

in care apare 1 in loc de a, pentru ca a(1) trebuie neaparat sa fie definit pentru ca la
aceasta valoare se face normarea rezultatului.

6.3. Exercitii

9

1. Implementati o functie de filtrare cu formatul y = myfilter(b,a,x) si comparati
rezultatele cu cele obtinute folosind functia matlab filter.

2. Observati efectul filtrarii asupra unui semnal folosind un filtru Cebisev. Pentru
semnal de test puteti folosi semnalul generat la lucrarea 2, sau orice semnal
alcatuit din sinusoide de frecvente diferite. Pentru determinarea coeficientilor
acestui filtru, folositi urmatoarea functie matlab, apelata cu parametrii indicati
in exemplu:

| » [b al = cheby1(5,0.5,50/4000);
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Lucrarea 7

Proiectarea filtrelor i1n Matlab

7.1. Filtre FIR

Filtrele FIR! sunt filtre de convolutie la care semnalul de intrare este convolut cu
coeficientii sau functia pondere a filtrului:

Yo =br- T+ bo-xpn A (7.1)

unde z;, sunt esantioanele semnalului la intrare, y; reprezinta raspunsul filtrului la
momentul k£ (esantionul k£ al semnalului y de la iesirea filtrului), iar valorile by, reprezinta
coeficientii filtrului.

Proiectarea unui filtru FIR se bazeaza pe diverse tipuri de ferestre (dreptunghiulara,
triunghiulara, Hamming, Hann, Chebyshev, Kaiser).

In Matlab, proiectarea unui filtru se face cu comanda firl respectiv fir2.

Comanda firl are urmatorarele forme:

» fir1 (N, Wn);

» fir1 (N, Wn, ’high’);
» fir1 (N, Wn, ’stop’);
» fir1 (N, Wn, wind);

unde N este ordinul filtrului (filtrul va avea N+1 coeficienti), Wn este frecventa de taiere
raportata la frecventa maxima a semnalului (frecventa de esantionare / 2). Daca Wn
este un vector de 2 sau mai multe elemente atunci filtrul va fi un filtru trece banda cu
banda intre cele perechile de valori din Wn. Daca este specificat *high’ (in cazul in care
Whn este scalar) atunci filtrul va fi un filtru trece sus in loc de filtru trece jos, iar daca
este specificat *stop’ (In cazul in care Wn este vector de mai multe elemente) atunci
filtrul va deveni filtru opreste banda. wind este o fereastra folosita la generarea filtrului.
Implicit fereastra folosita este o fereastra Hamming. Diferite tipuri de ferestre pot fi
generate cu comenzile: boxcar, bartlett, hamming, hann, kaiser, chebwin, blackman.
Comanda fir2 are urmatoarea sintaxa:

lengl — Finite Impulse Response (raspuns finit la impuls)
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7. PROIECTAREA FILTRELOR IN MATLAB

| » fir2(N, F, M)

unde N este ordinul filtrului, iar F si M reprezinta raspunsul dorit in frecventa al filtrului
specificat sub forma grafica (ca si cum ar fi desenat cu o comanda gen plot(F,M)).
Comanda fir2 va genera un filtru care aproximeaza acest raspuns in frecventa.

Functia de transfer (coeficientii) si raspunsul in frecventa a unor filtre trece jos,
trece banda si trece sus este prezentat in figura 7.1.

7.2. Filtre IIR

Filtrele IIR? sunt filtre recusive la care pentru calcularea valorii curente a semnalului de
iesire sunt folosite atat valorile semnalului de intrare cat si valorile vechi ale semnalului
de iesire. Astfel se poate realiza un raspuns aproape “infinit” fara a utiliza foarte multi
coeficienti. Ecuatia care implementeaza un filtru IIR este urmatoarea:

a(l)-y(n)=0b(1) - z(n) +b(2)-x(n—1)+---+b(B) -xz(n — B+1)—

—a(2)-yn—1)—--- —a(A) -y(n —A+1) (7.2)

Avantajul acestor filtre este ca se poate realiza o filtrare cu raspuns lung cu calcule
putine, dezavantajul fiind ca nu avem control la fel de precis asupra raspunsului filtrului,
putand aparea “ripluri®” (oscilatii nedorite) in banda de trecere si in banda de taiere.
De asemenea filtrul poate deveni instabil daca coeficientul pentru esantioanele de iesire
depaseste 1, caz In care semnalul la iesire va intra in saturatie.

In Matlab proiectarea filtrelor IIR se pot face cu functiile butter, chebyl, cheby2,
ellip si yulewalk.

Functia butter genereaza un filtru Butterworth si are urmatoarea sintaxa:

» [b a] = butter (N, Wn);
» [b a] butter (N, Wn, ’high’);
» [b a] butter (N, Wn, ’stop’);

Parametrii sunt aceiasi ca la filtre FIR.
Functia cheby1 si cheby2 genereaza filtre Chebyshev de tipul I respectiv II:

» [b al] = chebyl(N, Rp, Wn);
» [b a] cheby2 (N, Rs, Wn);

Filtrul Chebyshev de tipul I prezinta ripluri in banda de trecere, diferenta maxima
a acestor ripluri de la 0 dB poate fi specificata prin parametrul Rp. Filtrul Chebyshev
de tipul II prezinta ripluri in banda de taiere, diferenta minima intre aceste ripluri si
linia de 0 dB poate fi specificata prin parametrul Rs.

Functia ellip genereaza un filtru elliptic:

2engl. — Infinite Impulse Response (raspuns infinit la impuls)
3engl. — ripple (undisoare)
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FiiTre IIR

Raspunsul in timp

Raspunsul in frecventa
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(a) Filtru trece jos
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(c) Filtru trece sus

Figura 7.1. Functia de transfer si raspunsul in frecventd a unor filtre trece jos (a), trece
banda (b) st trece sus (c)
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7. PROIECTAREA FILTRELOR IN MATLAB

| » [b a] = ellip(N, Rp, Rs, Wn);

Acest filtru prezinta ripluri atat in banda de trecere, cat si in banda de taiere, aceste
ripluri pot fi controlate cu parametrii Rp si Rs similar cu filtrele Chebyshev.

Un exemplu pentru aceste filtre reprezentate grafic prin intermediul comenzii freqz
poate fi vizualizat in figura 7.2.
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Figura 7.2. Raspunsurile in frecventa a filtrelor Butterworth, Chebyshev de tipul I si 11
respectiv elliptic

Functia yulewalk genereaza un filtru IIR care aproximeaza un raspuns in frecventa
precizat In mod similar cu functia fir2:
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EXERCITII

| » [b a] = yulewalk(N, F, M)

Pentru a calcula ordinul minim al unui filtru IIR care corespunde anumitor con-
strangeri asupra riplurilor in banda de trecere si banda de taiere si frecventele limita
se pot folosi functiile buttord, cheblord, cheb2ord si ellipord.

7.3. Exercitii

K

1. Generati cateva filtre FIR cu ajutorul comenzilor firl si fir2, de diferite tipuri
(trece jos, trece banda, trece sus), pentru diferite frecvente folosind diferite feres-
tre si comparati raspunsul la impuls, raspunsul in frecventa si rezultatul filtrarii
unor semnale compuse din mai multe sinusoide si zgomot.

2. Generati cateva filtre IIR cu comenzile butter, cheby1, cheby2, ellip si yulewalk,
de diferite tipuri (trece jos, trece banda, trece sus), pentru diferite frecvente
folosind diferite ferestre si comparati raspunsul la impuls, raspunsul in frecventa
si rezultatul filtrarii unor semnale compuse din mai multe sinusoide si zgomot.

3. Separati semnalul de 300 Hz din semnalul stocat in fisierul s.mat (frecventa de
esantionare pentru acest semnal fiind de 8kHz). Vizualizati semnalul inainte si
dupa implementarea operatie de filtrare.
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Lucrarea 8

Filtrul adaptat la semnal

8.1. Breviar teoretic

Filtrul adaptat la semnal este un tip aparte de filtru, proiectarea acestuia facandu-se
prin specificarea functiei pondere in domeniul timp, nu prin specificarea functiei de
tranfer In domeniul frecventa ca la filtrele prezentate anterior. Acest filtru se foloseste
de regula pentru detectie, de exemplu Intr-un lant de transmisiune, mai exact, atunci
cand se cunoaste forma semnalului original transmis, care la receptie este afectat de
zgomot.

Pentru un semnal determinist de durata finita, s(¢), se defineste filtrul adaptat la
semnal ca fiind filtrul liniar invariant in timp care are urmatoarea functie de transfer:

h(t) = K - s(~(t — to) (8.1)

in care K si ty sunt constante reale oarecare, cu constrangerea ca t, trebuie astfel
ales tncat filtrul sa fie cauzal. Un filtru (sau un semnal) se spune ca aste cauzal, daca
h(t) = 0 pentru t < 0.

Un exemplu de filtru adaptat la semnal este prezentat in Figura 8.1 [1].

s(t) h(t)

0 T t-T t

Figura 8.1. Exemplu de filtru adaptat la semnal - semnalul original si funtia pondere a
filtrulud.

Functia de transfer a filtrului adaptat la semnal este:
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8. FILTRUL ADAPTAT LA SEMNAL

:K/h( e It dt = K/ —(t —tg)) - e Idt (8.2)

Facénd schimbarea de variabila 7 = —(t — t;) obtinem:
=K / ceIWo=T) gr — [ . gIwho / s(t) - e?Tdr (8.3)
H(w) = KS*(w)e 7t (8.4)

unde S(w) este transformata Fourier a semnalului s(t), iar S*(w) complex conjugata
acesteia.

O proprietate foarte importanta a acestui filtru este faptul ca maximizeaza raportul
semnal /zgomot [1].

8.2. Desf5§urarea lucrarii

Generati un semnal de 1000 de esantioane, care contine un impuls dreptunghiular de
latime 100 de esantioane, ca cel din Figura 8.2.

x{t)

]

0 100 200 300 400 500 GO0 700 8OO 500 1000
t

Figura 8.2. Semnal impuls dreptunghiular.

Pentru aceasta veti folosi urmatoarea secventa Matlab:

» x = zeros(1,1000);
» x(300:400) = 1;

Peste acest semnal se va suprapune zgomot, de exemplu, folosind functia Matlab
rand:
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| » x = x + rand(1,1000);
Semnalul afectat de zgomot va fi de forma celui din Figura 8.3.

25

x(t)

0

i 1 I i 1 i 1 i i
1] 100 200 300 400 500 600 70O 800 900 1000
t

Figura 8.3. Semnalul afectat de zgomot.
Stiind ca semnalul z(t) receptionat, contine un impuls dreptunghiular de durata

100 esantioane, vom proiecta un filtru adaptat la semnal, avand functia pondere h(t)
ca cea din Figura 8.4, folosind secventa Matlab urmatoare.

» h = zeros(1,300);
» h(100:200)=1;

08¢

06|

h()

04r

021

L L L L L
0 a0 100 150 200 260 300
t

Figura 8.4. Functia pondere a filtrului adaptat la semnal.

Semnalul y(t) de la iesirea filtrului adaptat la semnal (vezi Figura 8.5) se va calcula

cu ajutorul functiei Matlab conv, care va realiza convolutia dintre semnalul x(t) si
functia pondere h(t) a filtrului.
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8. FILTRUL ADAPTAT LA SEMNAL

‘» y = conv(x,h);

] i I i i 1
o 200 400 BO0 800 1000 1200 1400

t

Figura 8.5. Semnalul y(t) de la iesirea filtrului adaptat la semnal.

Valoarea maxima din semnalul y(¢) indica pozitia in care filtrul adaptat la semnal
a detectat un impuls dreptunghiular similar cu functia pondere, adica locul in care
potrivirea dintre semnalul z(¢) de la intrarea filtrului si “semnalul” h(t) a fost cea mai
buna. Semnalul original ar putea fi recuperat prin praguirea semnalului y(t).

8.3. Probleme

1. Generati un semnal care contine cateva impulsuri de forma dreptunghiulara, de
aceeasi latime. Suprapuneti zgomot peste acest semnal, folosind funtiile Matlab
rand si randn. Filtrati semnalul cu un filtru adaptat la semnal, proiectat in pre-
alabil. Vizualizati rezultatul. Ce observati?

2. Aceeasi problema ca mai sus, pentru cazul in care semnalul contine impulsuri de
forma triunghiulara.
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Lucrarea 9

Analiza statistica a semnalelor

Scopul lucrarii este acela de a familiariza studentii cu generarea semnalelor aleatoare
cu parametri cunoscuti si cu o distributie data, determinarea functiei de repartitie si a
densitatii de probabilitate, calcularea mediei si a variantei.

9.1. Breviar teoretic

Un semnal aleator este un proces care se desfasoara in timp si este guvernat de legi
probabilistice. Din punct de vedere matematic, un semnal aleator este o functie de
dous variabile £(k,t) = £¥)(¢), unde k ia valori in spatiul esantioanelor, iar ¢ ia valori
pe axa reala a timpului. Functia ¢ (k) (t) face parte din multimea sau clasa de semnale
&(t) si se numeste o ,realizare particulara” a procesului £(t).

Pentru a caracteriza un semnal aleator la un moment de timp ¢ arbitrar sau pentru
o realizare particulara, se folosesc functiile de repartitie si cea de densitate de proba-
bilitate. Alte marimi caracteristice larg utilizate sunt momentele statistice, cele mai
importante fiind media si varianta.

Functia de repartitie, definita Intr-un punct z, este probabilitatea ca variabila alea-
toare la momentul ¢ sa fie mai mica sau egala decat pragul x:

Fe(z,t) = P{¢(t) <z}
Densitatea de probabilitate este derivata functiei de repartitie, si anume:

dFe(z,t)
ety H2)

Valori medii statistice larg utilizate in diverse aplicatii:

1. Valoarea medie
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2. Valoarea patratica medie

3. Varianta

9.2. Desfé§urarea lucrarii

Se vor genera trei tipuri de semnale aleatoare: z(n) cu distributie uniforma, y(n) cu
distributie normald (Gaussiana) si z(n) cu distributie Rayleigh. Aceste trei semnale
aleatoare vor avea media m si varianta o2 specificate si vor fi generate folosind urma-
toarele formule [8]:

z(n) =m +V3(26 — 1)Vo (9.1)
y(n) = m + V2\/—InEcos(2mn)/o (9.2)
z(n) = m—+V2y/—Iné/o (9.3)

unde functia £ reprezinta o variabila aleatoare distribuita uniform in intervalul [0, 1],
obtinuta cu ajutorul functiei Matlab rand. Acelasi lucru este valabil si pentru variabila
n. De exemplu, puteti genera semnalele z, y si z ca fiind formate din N = 1000
esantioane, pe baza a N valori ale variabilei aleatoare ¢ (vezi Figura 9.1). Pentru
aceasta puteti utiliza comanda Matlab urmatoare:

‘» xi = rand(1,1000);

Pentru generarea variabilei aleatoare cu distributie Gaussiana puteti folosi secventa
Matlab urmatoare:

> N = 1000;
» eta = rand(1,N);
» xi = rand(1,N);

» y = m + sqrt(2)*xsqrt(-1*xlog(xi)).*cos(2xpi*eta)*sigma;

Pentru generarea unei variabile aleatoare cu distributie Rayleigh, se foloseste co-
manda urmatoare.

‘ » z = m + sqrt(2)*sqrt(-1*xlog(xi))*s;
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Figura 9.1. Reprezentarea graficd a valorilor lui §.

Se vor vizualiza diferite realizari particulare ale celor trei semnale, folosind funtiile
figure si plot din Matlab, pentru mai multe valori ale mediei si ale variantei.

Cu ajutorul functiilor mean si var din Matlab se vor calcula mediile si variantele
celor trei semnale si se vor compara cu mediile si variantele specificate. Cum explicati
diferentele?

Se va determina functia de repartitie pentru fiecare din cele 3 realizari particulare
ale semnalelor aleatoare, dupa algoritmul de mai jos:

« Se alege un numar N de nivele de cuantizare (de exemplu N = 100).

« In functie de valorile minime si maxime ale semnalelor, determinate cu functiile
Matlab min, respectiv max, se va calcula pasul de cuantizare:

max — min

0= N

e Se va genera un sir de N valori discrete ale lui z in intervalul [min, maz], cu
pasul ¢, dupa formula:
xj; = min + jo

pentru j = 1..N.

« Se vor determina valorile functiei de repartitie, pornind de la definitie:
Fe(z;) = P{¢ < x5}

pentru cele N valori discrete ale lui « in intervalul [min, max], cu pasul 0. Proba-
bilitatea se va calcula ca frecventa relativa de aparitie, cu alte cuvinte ca raport
intre numarul de valori mai mici decat un anume z si numarul total de valori ale
semnalului.
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Se va reprezenta grafic functia de repartitie.
Pornind de la definitie, pe baza functiei de repartitie se va determina funtia de
densitate de probabilitate, astfel:

dFg(z;)

we(z;) = T
J

Pentru cazul discret, se va folosi o aproximare a derivatei continue, data de formula:

_ o F - Fia

Tj— Tj-1 0

Wy

pentru j = 2..N.

Reprezentati grafic functia de densitate de probabilitate.

Sa se calculeze histograma valorilor semnalelor, folosind functia Matlab hist si
sa se reprezinte grafic. Histograma reprezinta un estimat al functiei de densitate de
probabilitate. Comparati rezultatul obtinut cu graficul anterior. Ce observati?

In figurile 9.2 si 9.3 puteti observa forma histogramei pentru o variabila aleatoare
distribuita uniform, respectiv pentru una distribuita normal, pentru doa valori ale lui
N. Cum explicati diferentele? De notat faptul ca functia hist calculeaza histograma
ne-normata.

0 0
o o1 02 03 04 05 06 07 08 08 o o1 02 03 04 05 06 07 08 08
X x

(a) N=10 (b) N=20

Figura 9.2. Histograma unei variabile aleatoare distribuite uniform.

Histograma cumulativa h.(z) reprezinta estimatul functiei de repartitie si se calcu-
leaza pe baza histogramei h(z) folosind formula:

T

he(z) = /h(T)dT

— 00

In cazul discret, integrala se transforma intr-o suma, iar formula de calcul a histo-
gramei cumulative devine:

20



PROBLEME

(a) N=10 (b) N=20

Figura 9.3. Histograma unei variabile aleatoare distribuite normal.

ha(x) = > h(k)

k=—o00

Calculati si reprezentati grafic histograma cumulativa. Ce observati?

9.3. Probleme

1. Determinati si reprezentati grafic histograma pentru urmatoarea secventa de va-
lori aleatoare reprezentate pe 2 biti: 11323200000110302000033
3.

2. Calculati si reprezentati grafic histograma cumulativa.

o1
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Lucrarea 10

Corelatia semnalelor

Scopul lucrarii este acela de a studia functiile de autocorelatie si intercorelatie in cazul
unor semnale aleatoare cu densitate de probabilitate uniforma, normala si Rayleigh.

10.1. Breviar teoretic

Functia de autocorelatie

Functia de autocorelatie pentru un semnal aleator £(t) se defineste ca fiind corelatia
dintre £(t1) si &(t2), V1,12 € R, adica dintre £ la momentul de timp ¢; si £ la momentul
tQC

Rg(tl,tg) / / T1ToW9 fL‘l,IQ,tl,tQ)dIleEQ (101)

—00 —00

In ipoteza ci semnalul & (t) este stationar, atunci functia de autocorelatie va depinde
doar de diferenta de timp dintre ¢; si to:

Re(r) = £(0)E( +7) (10.2)

unde 7 = t; — t9.
Un estimat al functiei de autocorelatie [7] pentru o secventa aleatoare z(n) este dat
de formula:

N 1

S Zm: z(n)x(n + m) (10.3)

n=0

Proprietatile functiei de autocorelatie

Functia de autocorelatie are urmatoarele proprietati:
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. Functia de autocorelatie este para:

Re(7) = Re(—=7)

. Functia de autocorelatie este maxima in origine:

Re(0) > [Re(7)]

. In ipoteza cd nu exista componente periodice sau deterministe, valoarea functiei

de autocorelatie la infinit este egala cu patratul mediei semnalului:

. Daca semnalul aleator este periodic, atunci si functia lui de autocorelatie este

periodica, avand aceeasi perioada:

) =&t +T) = Re(1) = Re(t + T

Functia de intercorelatie

Fie £(t) si n(t) doua semnale stationare. Functia de intercorelatie intre £(t) si n(t) se
defineste ca fiind corelatia dintre £ la momentul de timp ¢; si 7 la momentul ¢,:

Rey(t1,t2) = £(t)n(t2) = / /90192102@17yQ;t1>t2)d5U1dyQ (10.4)

—00 —00

In ipoteza de stationaritate, functia de intercorelatie va depinde la randul ei doar

de diferenta dintr momentele de timp ¢; si ?o:

Rey(1) = £t + 7) (10.5)

Un estimat al functiei de intercorelatie [7] pentru doua secvente aleatoare discrete

x(n) si y(n) este dat de formula:

o4

N—m—1

n=0

1
Rey(m) = N
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Diagrama in spatiul starilor

Daca ne intereseaza sa apreciem calitativ dependenta dintre doua variabile aleatoare, §
si 7, atunci cand nu cunoatem funtiile de densitate de probabilitate care caracterizeaza
perechea de variabile, se poate folosi diagrama in spatiul starilor. Aceasta reprezinta un
nor de puncte intr-un spatiu bidimensional, format din perechi (), 7)) ale realizarilor
particulare ale perechii de variabile. Forma acestui nor furnizeaza informatii despre
corelatia dintre cele doua semnale: un nor format din puncte haotic distribuite in
spatiu indica variabile independente din punct de vedere statistic (vezi Figura 10.1),
pe cand unul ordonat indica o anumita dependenta intre cele doua variabile.
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(a) (b)

Figura 10.1. Diagrama de stare pentru doud variabile independente distribuite a) uniform;
b) normal.

Diagrama 1n spatiul starilor asociata unui semnal aleator este o reprezentare bi-
dimensionala a unei variabile aleatoare care reprezinta esantionul de la momentul ¢
al semnalului In functie de variabila aleatoare asociata semnalului la momentul ¢ — p.
Reprezentarea se face pe o durata de observatie T'.

Cu ajutorul diagramei in spatiul starilor putem vizualiza legatura intre cele doua
variabile aleatoare pentru diferite intervale de “intarziere” p, obtinand o evaluare calita-
tiva referitoare la corelatia continuta in semnal si la natura (aleatoare sau determinista)
a semnalului.

Pentru semnalele deterministe aspectul diagramei corespunde legaturilor functio-
nale dintre esantioanele semnalului, diagrama fiind o reprezentare grafica a acestora.
Pentru semnalele aleatoare aspectul diagramei se prezinta sub forma unei multimi de
puncte care pot fi incluse Intr-un contur inchis cu o anumita forma. Aceasta forma ne
poate da informatii cu privire la corelatia dintre esantioane.

10.2. Desfé§urarea lucrarii

Se vor genera trei secvente de numere aleatoare, cu media si dispersia cunoscute (vezi
lucrarea precedenta). Pentru fiecare din cele trei secvente aleatoare se va reprezenta
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grafic diagrama in spatiul starilor pentru diverse valori ale lui p. Acest lucru se va
realiza folosind urmatoarea instructiune Matlab: plot( x(p:n), x(1:n-p) ), unde n
este dimensiunea secventei aleatoare.

Pentru fiecare din cele trei secvente aleatoare se va determina si reprezenta grafic
functia de autocorelatie, folosind functia Matlab xcorr. Sa se implementeze o functie
de calcul a autocorelatiei, pe baza formulei:

N—m—1

Z z(n)x(n +m)

n=0

1
N
Se determina si reprezenta grafic functia de intercorelatie pentru doua dintre sece-
ventele aleatoare generate anterior, folosind functia Matlab xcorr. Sa se implementeze
o functie de calcul al intercorelatiei pe baza formulei:

N—m-—1

Z z(n)y(n+ m)

n=0

1
Rey(m) = N

Se va considera cazul unui semnal determinist obtinut la iesirea unui sistem descris
de ecuatia:

z(n) =cx(n—1[1 —x(n—1)]

Sa se genereze acest semnal determinist, pornind de la z(0) = 0.2 si ¢ = 4. Sa se
reprezinte grafic diagrama in spatiul starilor pentru aceasta secventa determinista. Sa
se determine si reprezinte grafic functia sa de autocorelatie.

Calculati functia de auto-corelatie pentru un semnal cu distributie Gaussiana, fo-
losind functia Matlab xcorr. Rezolvare:

» x = randn(1,1000) ;
» plot( xcorr(x,x) );

10.3. Probleme

1. Cum explicati diferentele de aspect intre diagramele in spatiul starilor pentru
cele trei tipuri de semnale aleatoare?

2. Cum explicati aspectul diagramei in spatiul starilor pentru semnalul determinist.

3. Verificati proprietatile functiei de autocorelatie pentru fiecare caz analizat In
lucrare.
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Figura 10.2. Functia de autocorelatie pentru un semnal aleator distribuit normal.
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Lucrarea 11

Dreapta de regresie

11.1. Breviar teoretic

In aceastd lucrare ne propunem s studiem cantitativ dependenta statistica dintre doua
variabile aleatoare, concret sa determinam gradul de dependenta liniara dintre ele prin
calcularea coeficientului de corelatie si determinarea dreptei de regresie.

Reamintim faptul ca diagrama In spatiul starilor pentru doua variabile aleatoare
permitea aprecierea calitativa a dependentei dintre acestea. In Figura 11.1 puteti ob-
serva forma norului de puncte pentru trei cazuri: a) atunci cand cele doua variabile
aleatoare sunt independente din punct de vedere statistic; b) cdnd intre variabile exista
o anumita dependentad functionald, dar acestea sunt decorelate si ¢) cand variabilele
sunt corelate, si deci sunt si dependente.

= 2 El 0 1 2 E 0 10 200 0 400 &0 GO0 700 80 900 1000 £l E 1 0 1 2 3 4

(a) (b) ()

Figura 11.1. Forma norului de puncte pentru doud variabile a) independente statistic; b)
dependente dar decorelate si c) dependente si corelate.

Daca diagrama In spatiul starilor indica faptul ca intre cele doua variabile aleatoare
ar exista o dependenta aproximativ liniard, de forma celei din Figura 11.1c) atunci se
poate determina dreapta de regresie (vezi Figura 11.3) care ar putea aproxima cel mai
bine aceasta dependenta [1].

Ecuatia dreptei de regresie, care minimizeaza eroarea patratica medie [1] este:
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11. DREAPTA DE REGRESIE

N=—3E— &) +T (11.1)

unde K¢, reprezinta covariatia dintre cele doua variabile, ¢ este media statistici a
lui &, iar 77 media lui 7.

Covariatia dintre £ si 1 reprezinta momentul centrat mixt de ordinul doi, K¢, =
(€ — €)(n —7) si diferd de corelatie doar printr-o constantd: Ke, = Re, — £7. Dous vari-
abile se numesc decorelate atunci cand K¢, = 0. Doua variabile aleatoare independente
sunt implicit decorelate.

Coeficientul de corelatie

Pornind de la expresia erorii patratice medii minime dintre variabila aleatoare 7 si cea
care o aproximeaza cel mai bine, 7 :

Emin = (N —0)% =0 [1 - (ﬁf] (11.2)

T¢0n
se defineste coeficientul de corelatie, notat cu pg,:

Pen = & (11.3)
0¢Tn
si care reprezinta valoarea normata a covariatiei dintre cele doua variabile alea-
toare. In acest fel, coeficientul de corelatie permite cuantificarea absoluta a gradului
de dependenta liniara dintre £ si 7.
Daca rescriem expresia erorii patratice medii ca fiind:

Emin = a,%(l — pgn) (11.4)

se poate observa ca pg, trebuie sa fie de modul subunitar, pentru ca eroarea patratica
sa fie pozitiva (fiind o suma de cantitati pozitive): |pgy| < 1. Cu cat |pg,| este mai
aproape de 1, cu atat eroarea de aproximare a lui n cu 7 e mai mica, deci gradul
de dependenta liniara dintre variabile este mai mare. Daca |pg,)| = 1 atunci ¢ = 0
norul de puncte este chiar o dreapta, dependenta dintre cele doua variabile fiind perfect
liniara.

In Figura 11.2 puteti observa forma norului de puncte, sau a diagramei In spatiul
starilor, pentru doua variabile aleatoare £ si 7, pentru diverse valori ale gradului de
dependenta liniara dintre acestea.

11.2. Desfégurarea lucrarii

Sa se genereze un semnal aleator x(n) cu distributie normala, si sa se construiasca un
semnal y(n) de forma: y(n) = a-x(n) + b+ k- £, unde & este o variabila aleatoare
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(d) pen = 0.5 (€) pen = —0.9 () pen = —1

Figura 11.2. Forma diagramei in spatiul starilor pentru & si n, pentru diverse valori ale
coeficientului de corelatie.

distribuita normal, iar k£ un factor de ponderare. Sa se reprezinte grafic diagrama
in spatiul starilor, pentru cele doua semnale. Sa se calculeze coeficientul de corelatie
dintre cele doua semnale, folosind functia Matlab corrcoef si sa se determine dreapta
de regresie, folosind functia robustfit. Sa se reprezinte grafic dreapta de regresie, in
aceeasi figura cu norul de puncte.

» x = randn(1,10000);
» y = 2xx + 3 + randn(1,1000);
» corrcoef (x,y)
ans =
1.0000 0.8949
0.8949 1.0000
» b = robustfit(x,y,’ols’)
ans =
3.0232
2.0082
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Figura 11.3. Diagrama in spatiul starolor si reapta de regresie.

11.3. Probleme

62

1. Repetati cerintele din sectiunea de desfasurare a lucrarii pentru diverse distributii
ale semnalelor z(n) si y(n), variind factorul & de ponderare si dand diverse valori
constantelor a si b.

2. Calculati dreapta de regresie folosind celelalte metode disponibile pentru functia

robustfit: Andrews, Cauchy, Talwar etc.

3. Implementati o functie care sa calculeze coeficientul de corelatie, pe baza formulei

sale de definitie.



Anexa

Lista functiilor Matlab des intalnite:

abs
acos
all
angle
any
asin
atan
axis
butter
cd
ceil
chebyl
cheby2
colormap
conv
cos
czt
det
diag
ellip
exist
exit
exp
fft
filter
find
firl

Modul

Arccosinus

Verifica daca toate valorile unei matrici sunt nenule
Faza unei valori complexe

Verifica daca cel putin o valoare dintr-o matrice este nenula
Arcsinus

Arctangenta

Modificarea axelor unui grafic

Crearea unui filtru Butterworth

Schimbare director de lucru

Rotunjire in sus

Crearea unui filtru Chebyshev de tipul 1

Crearea unui filtru Chebyshev de tipul II

Crearea unei harti de culoare pentru afisarea suprafetelor
Convolutia intre doua semnale

Cosinus

Transformata z

Determinant

Creare o matrice cu valori nenule pe diagonala
Crearea unui filtru eliptic

Existenta unei variabile

Iesire din Matlab

Exponentiala

Trasformat Fourier Rapida

Filtrarea unui semnal

Gaseste valorile nenule unei matrici

Crearea unui filtru FIR
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floor Rotunjire in jos

freqz Raspunsul in frecventa a unui filtru

grid Afisarea liniilor ajutatoare pe grafic

help Afisarea documentatiei asociate unei functii
inv Inversa unei matrici

isempty  Verfica daca o matrice este vida

mesh Afisarea unei suprafete prin model wireframe

meshgrid Crearea matricilor din combinatia unor vectori pentru afisarea suprafetelor
length Lungimea unui vector

log Logaritm natural

logl0 Logaritm baza 10

log2 Logaritm baza 2

ones Creare o matrice cu valori de 1

plot Afisarea unui grafic

pwd Afisare director de lucru

sawtooth Crearea unei forme de unda triunghiulara
sin Sinus

size Dimensiunea unei matrici

sqrt Radical

square Crearea unei forme de unda dreptunghiulara
subplot  Crearea mai multor grafice pe o figura

surf Afisarea unei suprafete solide

rand Creare o matrice cu numere aleatoare

rem Restul tmpartii

repmat Creare unei matrici mai mari prin replicarea unei matrici
round Rotunjire

tan Tangenta

title Modificarea titlului graficului

unwrap Corectarea unui vector de faze

xlabel Modificarea etichetei de pe axa Ox
ylabel Modificarea etichetei de pe axa Oy
zeros Creare o matrice cu valori de 0

Pentru o descriere mai detaliata a acestor functii consultati documentatia lor dis-
ponibila folosind comanda help.
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